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Elektronentheoretische Untersuchungen tiber Fehlstellen in Metallen

IX. Der elektrische Widerstand von Stufenversetzungen

Von Avrrrep Seecer und HerLmut Bross

Aus dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
und dem Max-Planck-Institut fiir Metallforschung, Stuttgart
(Z. Naturforschg. 15 a, 663—689 [1960] ; eingegangen am 29. April 1960)

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB3 der elektrische Widerstand einer Stufenversetzung
in einem einwertigen Metall um rund eine GroBenordnung groBer ist als bisher allgemein ange-
nommen worden war. Wihrend die bisherigen theoretischen Arbeiten fiir Stufenversetzungen in
einem unendlichen Kristall einen endlichen (und verhidltnismaBig niedrigen) Widerstandswert lie-
ferten, wird hier nachgewiesen, dafl in Wirklichkeit der elektrische Widerstand logarithmisch von
einem dufleren Abschneideradius R abhiangt. Das Versagen der fritheren Rechnungen beruht in
erster Linie auf der unzulidssigen Verwendung der ersten Bornschen Niherung sowie auf Unvoll-
stindigkeiten des verwendeten Streupotentials. Um die maflgebenden Effekte zu erhalten, hat man
neben dem von der linearen Elastizitdtstheorie gelieferten sin ¢/0-Glied im Potential weitere Glie-
der zu beriicksichtigen, die durch die nicht-lineare elastische Theorie und durch den genauen Zu-
sammenhang zwischen Potential und Dilatation geliefert werden. Die entstehende ScrropINGER-
Gleichung wird teils streng, teils durch Storungsrechnung 2. Ordnung so gelost, dafl alle Terme
beriicksichtigt werden, die einen merklichen Beitrag zum Widerstand bis zu Abschneideradien R
von der GroBenordnung 1073 cm geben. Ausfiihrliche numerische Angaben werden fiir Kupfer
gemacht, fiir das die Werte der nicht-linearen elastischen Konstanten experimentell bekannt sind.
Der Vergleich mit den Experimenten, der vor allem auf dem Verhiltnis von elektrischem Wider-
stand zur gespeicherten Energie beruht, ergibt gute Ubereinstimmung mit dem Experiment, wenn
man die kiirzlich von Seecer, Berner und Worr ermittelten Stapelfehlerbreiten aufgespaltener Ver-
setzungen sowie den friiher berechneten Reflexionskoeffizienten von Stapelfehlern beriicksichtigt.

1. Einleitung und Problemstellung
Trotz jahrelanger Bemiithungen!~8 ist das Pro-
blem der Berechnung des elektrischen Widerstands
einer Stufenversetzung in einem Metall selbst im
einfachsten Falle noch nicht befriedigend gelost, wie
wir sogleich ndher ausfithren werden. Als ,,einfach-
sten Fall“, den wir auch in der vorliegenden Arbeit
ins Auge fassen, betrachten wir eine einzelne, nicht
in ein Stapelfehlerband aufgespaltene Stufenver-
setzung in einem elastisch isotropen Metall, dessen
Leitungselektronen in der Einteilchenndherung als
freies Elektronengas mit sphérischen Energieflachen
behandelt werden diirfen. Unter diesen Voraus-
setzungen wird der elektrische Zusatzwiderstand der
Versetzungen ausschlieBlich durch die Streuung der
Leitungselektronen an den Ladungsinhomogenititen
hervorgerufen, welche mit den Dilatationen im Ver-
zerrungsfeld und im Kern der Versetzungen verbun-
den sind. In allen uns bekannten Arbeiten wurde
diese Streuung mit Hilfe der Stérungsrechnung

1 J.S. Koenter, Phys. Rev. 75, 106 [1949].

2 J. K. Mackenzie u. E. H. Soxpueiver, Phys. Rev. 77, 264
[1949].

3 R. Lanpauer, Phys. Rev. 82, 520 [1951].

4 D. L. Dexter, Phys. Rev. 86, 770 [1952].

1. Ndherung, oder — was dasselbe ist — mit der
Bornschen Naherung behandelt. Beschrinken wir
uns bei der Ermittlung des Dilatationsfeldes zu-
néchst auf den Giiltigkeitsbereich der linearen Elasti-
zitdtstheorie, so besitzt die Dilatation in der Um-
gebung einer Stufenversetzung eine charakteristische
Symmetrie oder — genauer gesagt — Antisym-
metrie: Die Dilatationen und damit in erster Nahe-
rung auch die Streupotentiale in Punkten, welche zur
Gleitebene der Stufenversetzung symmetrisch gelegen
sind, sind entgegengesetzt gleich. Denkt man sich im
Sinne der Bornschen Naherung die gestreute Welle
aus den Beitrdgen der Streuung durch die einzelnen
Volumelemente aufgebaut, so liegen definierte Pha-
senbeziehungen vor, die zu einer destruktiven Inter-
ferenz der von entgegengesetzten Seiten der Gleit-
ebene kommenden Beitrdge fiihren. Diese Inter-
ferenz bewirkt, dal} sich der Streuquerschnitt einer
Stufenversetzung als endlich ergibt, obwohl die
Komponenten des Verzerrungstensors als Funktion
des Abstandes o von den Versetzungslinien nur

5 S. C. Hunter u. F. R. N. NaBarro, Proc. Phys. Soc., Lond.
A 220, 542 [1953].

P. G. Kiemexns, Can. J. Phys. 34, 1212 [1956].

P. G. Kiemexs, Can. J. Phys. 35, 441 [1957].

W. A. Harrison, Phys. Chem. Solids 5, 44 [1957].
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duflerst langsam, niamlich wie o~ ! abnehmen. Dieses
langsame Abklingen ruft bekanntlich bei der Berech-
nung der elastischen Energie und der Voluminde-
rung logarithmische Divergenzen hervor, die uns
zur Einfiilhrung eines duBeren Abschneideradius R

zwingen.
Stort man die erwihnte destruktive Interferenz
— wenn auch nur in sehr geringem Mafle —. so @n-

dern sich die Verhiltnisse bei der Berechnung des
Streuquerschnittes und damit des elektrischen Wider-
standes schlagartig: es tritt hier ebenfalls eine log-
arithmische Divergenz auf. In Wirklichkeit ist eine
solche Storung immer vorhanden, da man ja bei
strenger Losung der ScuropINGEr-Gleichung die
Streuamplitude bei Vorzeichenumkehr des Streu-
potentials nicht wie in der Bornschen Naherung
durch Vorzeichenumkehr erhilt. Wie wir im einzel-
nen zeigen werden, liefert in der Tat eine verbes-
serte Losung der ScHRODINGER-Gleichung eine log-
arithmische Divergenz des Streuquerschnittes und
damit — nach Einfiihrung eines geeigneten dufleren
Abschneideradius R — einen wesentlich groferen
elektrischen Widerstand von Stufenversetzungen als
die Bornsche Naherung, auf der, wie schon erwéhnt,
alle bisherigen Rechnungen basieren. Es mag zu-
nachst uberraschen, daf} dieser Effekt gerade bei
groflen Abstianden auftritt, wo die Streupotentiale
am kleinsten sind und damit die Bornsche Ndherung
am besten anwendbar sein sollte. Man muf} jedoch
bedenken, dal} es sich dabei um die Differenz zweier
sehr grofler Effekte handelt, die schon durch kleine
Verdnderungen beeinfluft wird. Die Verhéltnisse
liegen hier analog wie bei der Berechnung der tota-
len Voluminderung einer Versetzung als eines ela-
stischen Effekts zweiter Ordnung, dessen entschei-
dende Beitrdge ja ebenfalls aus den weit von der
Versetzungslinie entfernten Gebieten kommen?, in
denen an und fiir sich die elastische Theorie erster
Ordnung besonders gut zutreffen sollte.

Die oben erwihnte Antisymmetrie ist in Wirk-
lichkeit noch in anderer Weise gestort, die ebenfalls
auf die logarithmische Divergenz des Streuquer-
schnitts fihrt. Verbessert man die Aussagen der
linearen Elastizitatstheorie durch Anwendung der
Elastizitatstheorie 2. Ordnung ®”!2, so findet man,

10 A. Seecer u. E. Maxnw, Z. Naturforschg. 14 a, 154 [1959].

1 E. Kroner u. A. Seecer, Arch. Rat. Mech. Analys. 3, 97
[1959].

12 H. Prremerer, A. Seecer u. E. Kroner, Z. Naturforschg.
15a [1960], Septemberheft.
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dal} der eingangs besprochenen, zur Gleitebene anti-
symmetrischen Dilatation eine symmetrische Dilata-
tion tiberlagert ist, die bewirkt, dafl die Versetzung
im Durchschnitt nicht elektrisch neutral, sondern
negativ aufgeladen ist (siehe Anhang A und § 2).
Wiirde man die Streuung der Leitungselektronen an
dem entsprechenden, in guter Naherung um die Ver-
setzungslinie rotationssymmetrischen Streupotential
ebenfalls mit Hilfe der Bornschen Naherung behan-
deln, so erhielte man wegen Superpositionsprin-
zips (und der besonderen Symmetrieverhiltnisse)
ebenfalls wieder einen endlichen Streuquerschnitt.
Lést man das Streuproblem jedoch fiir den rotations-
symmetrischen Potentialanteil ,streng“1® (was ver-
hiltnismélig leicht moglich ist®), so erhdlt man
auch dann schon die logarithmische Divergenz des
Streuquerschnitts, wenn man das von der linearen
Elastizitatstheorie gelieferte asymmetrische Streu-
potential mit Hilfe der Stérungsrechnung 1. Nahe-
rung behandelt. Es zeigt sich auch bei dieser Be-
trachtungsweise, dall schon geringe Abweichungen
von den in den fritheren Arbeiten zugrunde gelegten
Verhiltnissen das Ergebnis sehr stark beeinflussen
und zu einem wesentlich vergroflerten Versetzungs-
widerstand fiihren.

In genau gleicher Weise, wie es im vorstehenden
Abschnitt geschildert wurde, wirkt sich auch die Be-
riicksichtigung hoherer Glieder bei der Ableitung
des Streupotentials mit Hilfe der TrHomas—Ferwmi-
Methode aus (vgl. § 2).

Man kann die vorstehenden Erorterungen dahin-
gehend zusammenfassen, dal — im Gegensatz zu
der seitherigen Auffassung — der elektrische Wider-
stand einer Stufenversetzung logarithmisch von
einem dulleren Abschneideradius abhidngt und daf}
drei verschiedene physikalische Ursachen zu diesem
logarithmischen Glied beitragen!*. Das korrekter-
weise zu benutzende Potential ist so kompliziert,
daf} eine strenge Losung der vollstindigen ScHRrG-
DINGER-Gleichung nicht moglich ist und wir zur ex-
pliziten Berechnung der logarithmischen Glieder die
Storungsrechnung verwenden miissen. Wir konnen
jedoch zeigen, daf} eine bei groflen Abstanden von
der Versetzung (wo ja die logarithmische Divergenz
ihren Ursprung hat) strenge Losung log R-Glieder

13 Unter einer ,strengen“ Losung wollen wir hier und im
folgenden eine solche verstehen, bei der Naherungen nur
an unwesentlichen Stellen gemacht sind.

14 Mathematisch treten jedoch in dieser Arbeit nur zwei ver-
schiedene logarithmische Glieder auf, ndmlich die unten
mit 2 und #-f bezeichneten.
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erhilt, also das mit Hilfe der Stérungsrechnung hé-
herer Ordnung ermittelte Verhalten zeigt (§ 3b).

Fir die folgende Beschreibung des Gangs der
Storungsrechnung kennzeichnen wir das ,lineare“
Potential durch die Konstante $ und den rotations-
symmetrischen Anteil des , quadratischen Poten-
tials durch die Konstante % [siehe Gl. (2.9 a)]. Wir
werden die Berechnung des Widerstands einer Stu-
fenversetzung so durchfithren, dafl in der Streu-
wahrscheinlichkeit die in den genannten Konstanten
quadratischen Glieder voll beriicksichtigt werden.
Das Glied mit ? bekommen wir durch die Bornsche
Néherung 2. Ordnung, das Glied mit 2 ist in der
oben erwihnten strengen Losung von StesLE und
SeEceEr ? enthalten und das Glied mit #- § bekom-
men wir durch die ebenfalls schon erwihnte, von
der strengen »2-Losung ausgehende Storungsrech-
nung 1. Ordnung. Die Glieder mit %, und %, , die zu
dem winkelabhéngigen Anteil des ,,quadratischen®
Potentials gehoren, sind fiir die Streuung weniger
wichtig und werden nur in 1. Naherung behandelt
werden. Wir sind der Auffassung, da} wir auf diese
Weise alle wesentlichen Ziige des Problems — viel-
leicht abgesehen vom Versetzungs-,,Kern®, wo wir
mit einem inneren Abschneideradius g, arbeiten —
erfaft haben.

Wir schlielen diese einleitenden Erorterungen mit
einigen Bemerkungen dariiber ab, weshalb beim vor-
liegenden Problem die ,linearen“ und die ,,quadra-
tischen“ Glieder gleichermaflen wichtig sind, wah-
rend hohere Glieder mit Recht vernachlassigt wer-
den konnen. Wir interessieren uns besonders fiir die
Verhiltnisse bei grolen Abstinden ¢ von der Ver-
setzungslinie, so dal man die einzelnen Terme nach
ihrem Verhalten fiir grofe o einteilen kann. In Gl
(2.9 a) uberwiegt danach das f$-Glied, das propor-
tional zu o7 ! ist, iiber das zu ¢~2 proportionale
%-Glied. Ordnet man jedoch die einzelnen Beitrage
nach ihrem Symmetriecharakter an, d.h. nimmt man
eine Multipolentwicklung vor, so ist das fiihrende
Glied der zu ¢~ 2 proportionale Linienpol, wihrend
der Liniendipol des j-Gliedes erst an zweiter Stelle
kommt. Fiir die praktische Rechnung bedeutet dies,
dal beide Glieder etwa gleich wichtig sind. Alle
iibrigen Beitrdge fallen entweder bei grolen Abstéan-
den rascher ab als die vorstehend genannten —
dies trifft fir die in Gl. (2.9 a) nicht angeschriebe-

16 H. Bross u. A. Seecer, J. Phys. Chem. Sol. 4, 161 [1958].
15 A. Seecer u. H. Stenie, Z. Phys. 146, 242 [1956].
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nen Glieder dritter und hoherer Ordnung zu — oder
gehoren zu einem hoheren Multipol. Ein Beispiel
fir letzteres sind die %,- und #;-Glieder in Gl.
(2.9 a), die einem Linien-Quadrupol entsprechen.

Wegen der Vielzahl der verschiedenen Beitrige zum
Potential und der Notwendigkeit, Stérungsrechnung hé-
herer Ordnung zu treiben, ist die Berechnung der Streu-
amplitude (§ 3, Anhang B) recht kompliziert. Wegen
der geringen Symmetrie erfordert auch die Losung des
Transportproblems (§ 4, Anhang C) einen erheblichen
mathematischen Aufwand. In beiden Fillen miissen wir
uns darauf beschrinken, den Gang der Rechnung sowie
die wichtigsten Resultate anzugeben, und im iibrigen
annehmen, dafl der Leser von fritheren Arbeiten her
(insbesondere III?, IV 15, V16 VI17) mit der verwen-
deten Methodik vertraut ist.

2. Das Streupotential

Zur Berechnung des Streupotentials in der Um-
gebung der Versetzung miissen wir eine von OvVER-
HAUSER 18 angegebene self-consistent-Methode fiir
nichtlineare Verzerrungen verallgemeinern. Wir ma-
chen hierzu folgende Naherungen: 1. Die Elektronen
werden als quasi-frei betrachtet; 2. die positiven
Ladungen denkt man sich gleichmaBig mit der La-
dungsdichte eN, im unverzerrten Kristall ver-
schmiert.

Wir betrachten nun ein kleines Volumen v,, das
durch die inneren Spannungen der Versetzungen in
das Volumen v(r) tubergefithrt wird. Wegen der
Konstanz der positiven Ladungen, die in diesem Vo-
lumen enthalten sind, wird die Dichte der positiven
Ladungen im Kristall wie folgt verdndert:

S0, —eVo% _N = _eN,-O. (2.1
v

Die GroBe O = (v—uv,)/v ist die Dilatation des

Kristalls in den Koordinaten des verzerrten Zu-

standes.

Diese positive Ladungsianderung wird nun teil-
weise durch eine Verschiebung des Elektronengases
rickgéngig gemacht, die sich mit Hilfe der THomas—
Fermi-Methode berechnen 1a3t. Mit U () bezeichnen
wir das self-consistent-Potential, das im verzerrten
Kristall durch die Anderung der positiven und ne-
gativen Ladungen hervorgerufen wird. Der maxi-
male Ausbreitungsvektor %, in jedem Punkt des

17 H. Bross u. A. Seecer, J. Phys. Chem. Sol. 6, 324 [1958].
18 A. W. Overnauser, Phys. Rev. 89, 689 [1953].
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Gitters ist gegeben durch

Bkt _r o 0(r),

L (2.2)

wo {=h?kp?/2 m* die Fermi-Energie im unverzerr-
ten Kristall ist. Die Elektronendichte als Funktion
des Ortes wird dann
1 [2m* \32 e U132

(2 ) [1+ ; } L (2.3)
Da eU < { ist, konnen wir den obigen Ausdruck
nach Potenzen e U/{ entwickeln. Im Gegensatz zu
OverHAUSER miissen wir jedoch an dieser Stelle min-

destens noch die quadratischen Glieder mitnehmen.
Die Anderung der Ladungsdichte der Elektronen

wird dann

3
Bi¥) = 312 ~ 3at

—CNO

q2Uq— —4'.75€N0

@q+3 eUu+ ( )ZUq qq]
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wenn wir noch die Beziehung N, = 31—2 (%t 5)312
berticksichtigen. r

Das zuniachst noch unbekannte self-consistent-

Potential U (1) ist durch die folgende, nichtlineare
Differentialgleichung bestimmt:

AU = —4a[do, +do_] (2.5)

3 eU 3 [eU)\2
=4meNy| O+ 5 ';7+8< C)]

Entwickelt man die Dilatation © (1) und das Poten-
tial U (1) in ebene Wellen

O=320g.ei%" und U= ZUg-eilr,

dann geht die obige Differentialgleichung in folgen-
des Gleichungssystem fiir die Fourier-Amplituden
tiber

(2.6)

Da e Uy < ist, konnen wir diese Gleichungen durch Iteration losen. Gehen wir bis zu quadratischen Glie-
dern in den FOURIER-Komponenten der Dilatation, dann wird

1 q

Tetrs

Uy=—2 {@q+ 5360 w1

Wenn das Verzerrungsfeld nicht stark veranderlich

ist, kann der Ausdruck — ﬁ,—yv—f gegeniiber 1 ver-
nachldssigt werden. Nadl Multlplikation mit e9°
und Summation iiber (, ergibt sich dann folgende

Gleichung fiir das Streupotential:

L _ BB mea . I aeas
Ut)=—5-10@1) + & O(1) (2.8)
Setzt man die im Anhang A berechneten Dilatatio-
nen in Gl. (2.8) ein, und vernachldssigt hohere Po-
tenzen als b2, so erhélt man fiir eine Stufenversetzung

—e—w— U(r) (2.9 a)

_/3 kp sin ‘P + ’: + ”2""‘3'@12"(9/@) cos 2 @

und fiir eine Schraubenversetzung

eggi U(r) = (2.9b)
In Gl. (2.9) haben wir Zylinderkoordinaten o, ¢, z
eingefiihrt, wobei die Versetzungen in der z-Achse
verlaufen und der Winkel von der Richtung des
BurcEers-Vektors der Stufenversetzung aus gerechnet
wird. In den im Anhang A eingefiihrten Groflen

pm:
67 €N, 6x

1 1 ¢ 1

e* N,

driicken sich die Parameter der Gl. (2.9 a) wie folgt
aus:

2 b
ﬂ: 3 .‘t?kFCO,
L2 (bkp -
*= 3(2.—:) (CC+ 12 Co )
G o i (2.10a)
g (21) (C h 2’C°-)’
. _ 2 (bkp
#3= 3(2rz> 63’
wahrend in Gl. (2.9b)
L, _ 2 (bkp)? 2
" — 3(21) C, (2.10b)

gilt.

Wir fiigen noch einige Bemerkungen iiber die in der
vorliegenden Arbeit verwendeten Abschneideradien an.
In Ziff. 1 wurde bereits auf die Bedeutung des dubBeren
Abschneideradius R hingewiesen. Daneben treten zwei
innere Abschneideradien auf, oi und 0,. 0i erscheint
[vel. GL (2.9 a)] in der 2. Niherung der elastizitits-
theoretischen Losung fiir das Dilatationsfeld einer Stu-
fenversetzung (siehe auch die entsprechende Rechnung
fiir Schraubenversetzungen ®). Der zweite innere Ab-
schneideradius p, muB eingefiihrt werden, weil GL. (2.9)
bei kleinen o, ungiiltig wird. Dies gilt insbesondere fiir
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die Glieder »/02. StenLE und Seecer ® haben vorgeschla-
gen, fiir p << o, in diesen Gliedern o~2 durch 9,2 zu
ersetzen, wobei als zweckmiBige Wahl p, == % b erscheint.
Wir werden uns dort, wo der Abschneideradius o, fiir
das Endergebnis wesentlich ist, diesem Vorgehen an-
schliefen. Dariiber hinaus nehmen wir bei den numeri-
schen Rechnungen an, dal} 0; = o, gesetzt werden darf.

X

Ay + kg = {/3 kp %iz(l{ + -5+ -

7‘)
e

Die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir die Streuung
der Elektronen am Potential U(r) bekommt man
aus jenen Losungen der Gl. (3.1), die sich fir o—
als Uberlagerung einer ebenen Welle V' ~12eitr
(V =Kristallvolumen) und einer gestreuten (d.h.
auslaufenden) Welle darstellen 148t. Die k,-Kompo-

32R

2
Jo?

1

s

32R
Sk kAR =Bk

Eine exakte Losung dieser partiellen Differential-
gleichung ist nicht moglich, weil eine Separation der
Variablen nicht durchgefithrt werden kann. Man ist
deshalb auf Naherungsverfahren angewiesen, bei
denen man exakte Losungen aufsucht fir eine Dif-
ferentialgleichung, die aus dem Differentialoperator
der linken und bestimmten Gliedern der rechten
Seite gebildet ist und bei denen man die ibrigen
Terme der rechten Seite durch Stérungsrechnung be-
ricksichtigt. Fur die Auswahl der streng zu beriick-
sichtigenden Glieder ist das Verhalten der Differen-
tialgleichung bei groflem ¢ (Abschnitt b) und klei-
nem 0 (Abschnitt ¢) mafigebend.

1 2°R

3 cos2 @ +2;-1In(o/0)

2
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3. Quantenmechanische Behandlung der Streuung
der Leitungselektronen an einer Stufen-
versetzung

a) Die Schréodinger-Gleichung
Die Ein-Elektronen-ScurépinGer-Gleichung fiir

Elektronen an der FErmi-Oberfliche lautet mit dem
Potential Gl. (2.8)

sl a (3.1)

nente des Ausbreitungsvektors f bleibt bei der Streu-
ung ungeéndert; durch den Ansatz

w(r) =e**. R(o, ¢; ko) (3.2)
erhélt man
ko2 = kp? — k2
sin @ P #s+#4-In(0/0i) y
,,,Q,,.;_,é__; g B R 005299_]1{. (3.3)

b) Die Losungen der Schrodinger-Gleichung in gro-
Ben Abstinden von der Stufenversetzung

Bei grofler Entfernung von der Stufenversetzung kon-
nen wir auf der rechten Seite der Differentialgleichung
(3.3) alle Glieder bis auf B-kp(sin ¢/o) vernachlissi-
gen. Es zeigt sich nun, dafl wir dieses Glied, das bei
der Stufenversetzung das wichtigste ist, exakt beriick-
sichtigen konnen, wenn wir das Potential um ein Glied
__ﬂz_(k_F)z -

4 \k, 2
gleichung (3.3) bei groflen Werten von 0 nur wenig
verindert wird. Durch Einsetzen in die so entstehende
Differentialgleichung

erweitern, durch das die Differential-

2

R 1SR, 1 SR 2 sing , P~ kr ) -
3 T o d0 ¢ 8¢2+<k“' B S e e
kann man sich iiberzeugen, dall sind:
S i n(o— B kp a __ Bk 35b
R(o @5 ko)) =D (0k)* Zutw(ky ) ~eine=n) (3.5a) A=iy ;- cosy, W=—"5 S —sing. (3.5b)

n=-—oo

eine Losung von (3.4) ist, wobei Z,+,(k, 0) eine be-
liebige Zylinderfunktion, die Grofle x eine Integrations-
konstante und 4 bzw. w folgende Funktionen von %

]

R(o,ps k) = D einv

n=—o00 4

Die eine der so eingefiihrten Funktionen F(y) ist durch
die Forderung iiber das asymptotische Verhalten der

2x
[ e=ina(k, o) F(x) {cos a(x) Jutw(ky0) +sina(z) Nutolke0)}dy.
=0

0

Die allgemeine Losung von (3.4) erhélt man, wenn man
eine Linearkombination aus den Losungen (3.5) bildet
und iiber die Integrationskonstante y integriert.

(3.6)

richtigen Losung festgelegt. Die nicht vom Summations-
index n abhingige Phase a(y) 1d8t sich durch das Ver-
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halten der Losung bei kleinen Abstinden vom Stor-
zentrum bestimmen. Bei der Bestimmung der Funktion
F(y¥) an Hand der oben erwdhnten Bedingungen fiir
0— 0© muB man beriicksichtigen, da} durch das weit-
reichende sin ¢/p-Potential auch die ebene Welle modifi-
ziert wird. Wenn man diese Verdnderung der ebenen

 sing

0

Auf den inneren Abschneideradius o, werden wir in
Abschnitt ¢) zurtickkommen. Die in (3.6) angegebene
Losung ist dann im Bereich 0, << o0 < R giiltig. Im Be-

0o

(1) :e”‘"zzz einalZeinlp=pd) einn [cos 1y Ju(k, 0) —sinnn:Nu(k, 0)]

n=-—oo

die oben genannte Eigenschaft, wenn der Ausbreitungs-
vektor der einfallenden Welle gegeben ist durch

k, - cos ¢,
E=1{ [, sin ¢, (3.9)

2

Die in Gl. (3.8) eingefiithrten Phasen 7, und die Funk-
tion F(y) bestimmen wir nun aus der Stetigkeitsforde-
rung der Wellenfunktion und ihrer Ableitung an der
Stelle o =R . Die hierbei auftretenden gekoppelten In-
tegralgleichungen lassen sich nicht exakt losen.

Wie StenLe und Seecer ? in einer fritheren Arbeit er-
ldutert haben, konnen Elektronen, deren (klassisch be-
trachteter) Bahndrehimpuls einen bestimmten Hochst-

7/)’2 kr2 1 - <
~ TS fir oo<<o<R.

A.SEEGER UND A.BROSS

Welle beriicksichtigt, was zu dhnlichen Ausdriicken wie
bei der von Gorpox!? behandelten Streuung von Elek-
tronen an einem nicht abgeschirmten CouLoms-Potential
fithrt, so treten bei der Ubergangswahrscheinlichkeit di-
vergente Glieder auf. Diese Schwierigkeiten kann man
vermeiden, wenn man einen dulleren Abschneideradius R
einfiihrt und fiir das Potential ansetzt

(3.7)
fir R<op<oo.

reich R<<p << muf} sich die allgemeinste Losung
wie die einfallende, ebene Welle V' ~12-eitt ynd eine
auslaufende Welle verhalten. Wie man sich leicht iiber-
zeugen kann, besitzt die Wellenfunktion

(3.8)

wert liberschreitet, nicht mehr in das abgeschnittene
Storpotential eindringen. Wenn wir diesen Hochstwert
durch die Zahl M charakterisieren, wobei M =k, R ist,
so sind alle Phasen 77, mit n > M Null. Auerdem lduft
die in Gl. (3.6) angeschriebene Summe nur von — M
bis M. Fiir | m| > M ist sie dagegen durch

oo

S ein a2 [einlg=qd) y e=in(e=e0] - ], (k, 0)

n=M
zu ersetzen. Mit diesen Nidherungen lassen sich nun
auch die Integralgleichungen losen. Zunichst kénnen
wir, da k, R > n ist, die asymptotischen Entwicklungen
der Besser-Funktionen beniitzen. Fiir |n|<<M erhilt
man folgende beide Integralgleichungen

2a
/F(Z) " (ki, R)x.ei(z+ w n[2) ef""l'dlz I/IV ein 72 ce—in P, (3_10 a)
0
2
/F(Z) § (kg R)J..e—i(z»J»  7[2) e'i"l-dZ: VIV einal2 .o—ing,.e2inn , (3.10 b)
0
die sich mit Hilfe des Fourier-Theorems einfach auflésen lassen. Es wird dann
i 1 —1.p—1t (0 + »nf2) ,Sin(M—l_%) (Z+%”_(€9)
=gy Vo) e sin 47+ 1—po) ik}
2z
l },, ein(l/afnli) /e—illl.e—i(21+cr)nj} Slll(ﬂ[—{»—%) (Z+; T— o) dl fiir ]71 l <AI,
e2im— ] 27 J sin 3 (7 +3% 7—qy) (3.12)
1 fir [n|>M.

In Gl. (3.6) lduft die Summation von — M bis + M.
Da die BesseL-Funktionen mit negativen Indizes m fiir
kleine o jedoch divergieren, kann das in Gl. (3.7) einge-
fithrte Potential fiir 0 — 0 keine reguldre Losung ha-
ben. Ahnlich wie bei der Behandlung der Schrauben-
versetzungen ?, wo ja ein dhnliches Potential auftritt wie
hier fiir kleines 0, miissen wir einen inneren Abschneide-
radius g, einfiihren.

Durch die Stetigkeitsforderungen an diesem inneren
Abschneideradius wird die allein noch freie Phasen-
funktion a(y) bestimmt. Leider ist die explizite Bestim-
mung mit sehr groBen mathematischen Schwierigkeiten
verkniipft, weil sich die hierbei auftretenden Integral-
gleichungen nicht mehr niherungsweise 16sen lassen.

19 W. Gorpox, Z. Phys. 48, 180 [1928].
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Wir verzichten daher zunichst darauf, diesen Weg wei-
terzuverfolgen, obwohl er wahrscheinlich der einzige ist,
mit dem man die ScuropINGER-Gleichung mit einem
sin ¢/o-Glied im Potential exakt l6sen kann.

Fir die weiteren Untersuchungen sind fiir uns
zwei Folgerungen von Interesse:

1. Das Streupotential sin ¢/o besitzt nur dann eine
endliche Ubergangswahrscheinlichkeit, wenn man
einen dufleren Abschneideradius R einfiihrt.

2. Wie man sich durch Einsetzen von Gl. (3.11) in
(3.6) uberzeugen kann, kann der dullere Ab-
schneideradius alle weiteren Rechnungen nur
iiber das Glied (o/R)* beeinflussen, was zu einer
logarithmischen Abhangigkeit von R fihrt.

¢) Die Lésung der Schriodinger-Gleichung in der
unmittelbaren Umgebung der Stufenversetzung
und die daran anschlieBende Storungsrechnung

Bei kleinen Entfernungen von der Stufenverset-
zung laft sich die Winkelabhéngigkeit von der Dif-

(1) = VIV eifhez N el s 7 im® gintp—yy) 21 H, Uk, 0 TH, Q)

n=—oo
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ferentialgleichung (3.3) abseparieren, weil nur noch
das Glied #/o? auf der rechten Seite wesentlich ist.
Der Ansatz

R(o, p) =e'"® Pp(0) (3.13)

fithrt auf folgende Differentialgleichung fiir P,:
Py 1 4Py (kf _ ’L‘“’) P =0,

do* "o do o

(3.14)

Die Losungen dieser Differentialgleichung, die be-
sonders einfach sind, weil das Zentrifugalglied n?/p®
und das Storglied #/o? zu einem Term »*/p? zusam-
mengefalit werden konnen, wurden von Seecer und
Stenre bei der Streuung der Elektronen an der
Schraubenversetzung untersucht. Wie bei jenem Pro-
blem verliert das #/o>-Potential in der Umgebung
des Versetzungskerns seine Giiltigkeit. Wir fithren
deshalb auch hier einen inneren Abschneideradius
0o~ b/3 ein, wobei fiir 9 <o, das Glied #/o? durch
den konstanten Wert x/0,? ersetzt werden soll. Fiir
0> 0, besitzt (3.14) folgende Losung 2°

. (3.15)

die fiir sehr grofle Abstinde vom Storzentrum in die einfallende ebene Welle /12 ¢ift und die gestreute
Welle iibergeht. Die Phasenkonstante 7,?) ist dabei gegeben durch

7,0 = :23 (|n|=») mit v=+VnZ+2 .

(3.16 a, b)

Die Phasenkonstante a, beschreibt die Wirkung der Abschneidung und ist durch Gl. (38) der oben zitier-

ten Arbeit bestimmt 21,

Wenn man in der Ausgangsgleichung (3.3) das Glied #/0*> nach links bringt, stehen auf der rechten
Seite nur noch jene Glieder, die wir mit der Stérungsrechnung behandeln wollen. Die Greensche Funktion
fir den auf der linken Seite stehenden Differentialoperator ist

G(Q’ Q,; @, (P’) =in

2 W (ko o) Iy (ko @) "~ fiir 0<¢'<e,

(3.17)

D 1o(ko0) HoO (ky o) ein@~%)  fiir o' <p< oo,

n=—o

so daBl wir Gl. (3.3) in folgende Integralgleichung umschreiben kénnen

(e @A) =vale @2) — o [{Bhe S0P 4 BEH R cogp 47}

4dn

(3.18)

xG(0, 050, 9)w(e, ¢, z2) o do’ d¢',

wobei vy (0, @, z) die Losung der homogenen Gleichung ist und durch (3.15) bestimmt ist. Fiir die Berech-
nung der Ubergangswahrscheinlichkeit interessiert nur die Losung der Scuropinger-Gleichung fiir gro-

20 Man beachte, daf3 die einfallende Welle mit der 2-Richtung
den Winkel ¢, bildet, wihrend bei Seecer und Srence 13
®,=0 gesetzt werden durfte.

21 Hierbei sind folgende Druckfehler zu berichtigen: Auf der
rechten Seite von Gl.(38) ist ein Faktor (—1) einzufiigen.
Gl. (38b) muB lauten: §;=[(1—£&2) kp? 0,2 —x+x, n &'
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Bes o. Asymptotisch geht die obige Integralgleichung tber in

1
y(0, @, 2) ~ ‘5 4

n=—00

eiksz 31 einml2 [e2imn H\O) (k, @) + H,® (Ko @) ] €729

(3.19)

— g D BO (ko) e [{phy T HAR ). o524/} e 1y (ko)) ¥ (€' 07, 2) € d

n=-—00

Die angegebene Greensche Funktion liefert bei den
vom Integral herrithrenden Gliedern nur Wellen mit
auslaufendem Charakter, wie vorgeschrieben ist.
Das Naherungsverfahren besteht nun darin, daf
wir unter dem Integranden nicht die richtige Wellen-
funktion einsetzen, sondern die Losungen einsetzen,
die wir mit dem 1/0-Potential erhalten haben. Bei
der Berechnung des Integrals miissen wir wegen des
Abschneideradius fiir o' <p, eine andere Funktion

<

1 expli(k, e+k:2)]
Wgestreut 2 Vk_

{D(@, @o) + Do (P, @) + P (@, g) + P, (0, P) }

als fiir o' >0, einsetzen. Da sich jedoch fiir kleine
Werte von o die Beitrdge zum Integral wegen der
Winkelabhéngigkeit sin@ und cos ¢ nahezu weg-
heben, machen wir keinen groflen Fehler, wenn wir
bei der Auswertung der obigen Integrale 0, =0 set-
zen und die Wellenfunktion (3.15) mit a,=0 als
nullte Naherung v, (1) beniitzen.

Nach Ausfithrung der Integration a3t sich die ge-
streute Welle in der Form

(3.20)

Schreiben, wenn wir die asymptotische Entwicklung der Besser-Funktionen beniitzen. Dabei sind die von
@, ®o und k, abhdngigen Ausdriicke @ bestimmt durch

1 _ia N L in(p— . inn
D, — I/ﬁe Iz;sm(q’ 70 (e2imm—1), (3.21a)
i {V o9 i?lf”in ) R 2 . " % , ’ ’ ’ ’
G5 = - zl/ o B e L sy T bl ) de
_ %V}; e=iv/4 B ky/k, Z (=1)nt1einle—wn (3.21b)
n=-—00
vt kgR o
[e" B Temim t Jruer (@) T (2) dx —e' 2 T eln [ ]y (@) Joaon () dx],
0
" — ) "n,.+1 20 2z 9
Py =— 2V gmikizggy 3¢ mwf f ~ing’ 005.,,,90_ vo (0, @', 2) I, (ke Q') do’ dg’
F 1 el oy i
; V r —-zn/4/ Zezn(qz (p.,) =) (3.21¢)
n=—oo

L Vn-2 4:1,.

6"’““/ ]’n 2(1) ]Vﬂ(x) dx:|’

. P o wmt1 R
Doz 2T g B e [ [omine R ) vold'9'2) Dalhod) 36 300
: e o'=0 qv’;O
__ ,;V_ —iat S (17 einte=r (3.21d)
n=—oo

oo

n ¥ 1
e?lqo/ x,

z=0

"n—2+ Yn

7&:‘? ]"n (I) ]"n+2(x) dx+e—i*é7

In 7;& Jino (2) Jon(2) dx}.

2 trns2 i ~ 1
e 2 e % [ —n
z
z=0
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Wie schon im vorhergehenden Abschnitt erwéhnt,
miissen wir das Potential sin ¢/o aulen abschneiden
(Abschneideradius R), da sonst der Ausdruck @;
logarithmisch divergieren wiirde. Bei den beiden
anderen Ausdriicken @, und @, kann die Integra-
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tion dagegen iiber den ganzen Raum ausgefiihrt
werden. Das in (3.21¢) auftretende Integral ist
tabuliert22. Die beiden iibrigen Integrale werden
im Anhang (B, 1) berechnet. Mit den reinen Zahlen-
konstanten a,, b,, ¢, und d, lassen sich die Inte-
grale in folgender Weise schreiben

oR
- / Fruiy @) Toi2) 82, =a, In koz R i, (3.22 a)
0
col 2 sin (V—'”—z_v")
I, = e Jonio (x) Drp(x) dr=cp= R " s (3.22b)
0
111, — /i ln( 5 )J,.,,+2(x) T ) e =iy —, In F0 8L (3.22 c)
x k, 0i
0

d) Storungsrechnung zweiter Ordnung fiir das
Glied fky 2%

Mit der nichtlinearen Elastizititstheorie haben
wir bei der Berechnung der Dilatation auch die Glie-
der zweiter Ordnung in den Verzerrungen beriick-
sichtigt. Es ist deshalb sinnvoll, bei dem Potential
B kg (sin ¢/0), das von linearen Verzerrungen her-
riihrt, die Wellenfunktion gestreny mindestens mit
Storungsrechnung zweiter Ordnung zu ermitteln.
Hierbei konnen wir alle iibrigen Terme des Stor-
potentials vernachldssigen, wenn wir nur die Glieder
mit 2 erhalten wollen. Wie wir sehen werden, be-

w(r) =

1 1., ~, il (T=1) eill
e o [ SO dw
; :

kommen wir auf diese Weise den in § 3 b diskutier-
ten wesentlichen Zug einer hinsichtlich der f-Abhén-
gigkeit strengen Losung, namlich die logarithmische
Variation der Streuwahrscheinlichkeit mit dem &dufe-
ren Abschneideradius R.

Bei der Storungsrechnung zweiter Ordnung muf
die Wellenfunktion in erster Ordnung iiber den ge-
samten Raum bekannt sein. Geht man von der ebe-
nen Welle V"2 ¢itt als nullter Niherung aus, so
besitzt die ScuroDINGER-Gleichung

Ay +E2yw=5(t) v, (3.23)

wo S ein nicht von der z-Koordinate abhingiger
Storoperator ist, in erster Naherung die Losung

L (3.24)

Alle zweidimensionale Vektoren haben wir dabei mit einer Tilde (~) bezeichnet. Die Wellenfunktion
Gl. (3.24) konnen wir nun in die Integralgleichung fiir die gestreute Welle einsetzen, die bei zweidimensio-

nalen Problemen die Form

Vouun, (1) = = g ¢ [ HO (ke | T-T S () w(¥) €715 dri

hat und bei groflen Abstinden vom Stérzentrum in

iibergeht. Hierbei haben wir die asymptotische Ent-

(3.25)
Wgestr.(r) A~ — % anf = e—inlt gikye giksz f e_i?;' S(E’) w(r’) e~ ik d¢p (3.26)
(]
R | P iF-Hv §(7) dep
SEB - i [ ¥s@) e (3.27)

wicklung der Besser-Funktionen beniitzt und den in
Richtung T weisenden Vektor kg(r/lf]) mit {’ be-
zeichnet. Fiihrt man das zweidimensionale Matrix-
element

22 T. M. Rysmix u. I.S. Grapstery, Summen-, Produkt- und
Integraltafeln, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin 1957.
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ein, so laf}t sich die gestreute Welle als

1 exp{z k2 Z+l kL,Q}

D(£F) (3.28a)

schreiben, wobei in Storungsrechnung erster Ord-
nung
/

D)= —inZe ”/4] 2 S(tT) (3.28b)

und in Storungsrechnung zweiter Ordnung

) /77 4 ~u B B
D)= —in?e i ],/,2 f S S E) gep

JT {22_?"2
’ (3.28¢)
1st.
Mit dem Storpotential 2
singp .
S0 ¢) = {ﬂkF g Wit 0<e<R, (399
0 mit R<Q< oo,

bekommt man, wenn man den Vektor & =f — " mit

|| =K einfiihrt,

SET) = ﬂk[/ /sm(pe”‘““ ®=9dodp.
@ ”)2 i s (3.30)
Dabei ist
K cos Py =k, cos py—k," cos ¢, , (3.31 a)
S(E £) S(E", F) B o kp?
f - E —_pr2 def" l6‘tﬂ k°

{2[1+cos(¢0+¢0)] In g R

mit

vo=€¢=1,781
Konstante).

Fiir kleine Werte von k, ist Gl. (3.33) nicht mehr
giltig, weil die bei ihrer Ableitung gemachte An-
nahme k, R > 1 verletzt ist. Wir miissen deshalb
eine zweite Nidherung der ScHrODINGER-Gleichung
fur kleine Werte von k, auf einem anderen Wege
suchen. Der Einfachheit halber gehen wir dabei nur
bis zu quadratischen Gliedern in %, . Durch Entwick-
lung des Integranden von Gl. (3.25) nach Potenzen
von k, konnen wir zuniachst die Wellenfunktion in
erster Naherung fiir den Gesamtraum bestimmen 2%,
Diese Funktion setzen wir dann in die Integral-Gl.
(3.26) fir die gestreute Welle ein und werten das

(C = EuLEr—MascHERONIsche
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K sin @y =k, sin oy — ko’ sin,".  (3.31b)
Nach kurzer Zwischenrechnung, wobei von der In-
tegraldarstellung der Besser-Funktion J;(Kp) Ge-
brauch gemacht wird, ergibt sich

SEV) =5 g K0P 1-JyKR)] (3.32)

2w

mit K2=k2+ k2 -2k, k, cos(py—@y). (3.32a)
Fir R— ~ geht S(Nf,Nf') in das bekannte Matrix-
element tiber, wie es z. B. von HunTer und NaBarro 3
beniitzt wurde. Durch Einfithrung des dufleren Ab-
schneideradius wurde erreicht, dafl die Matrixele-

mente auch fiir %, = 0 endlich bleiben.

Das in (3.28 ¢) vorkommende Integral

[S(ff)S(E f)d~
: B

1af3t sich nicht allgemein berechnen. Im Anhang fiih-
ren wir die Integration unter der Annahme durch,
dal} %, R so grof} ist, dal} wir Jy(k, R) und alle Glie-
der von der Form 1/(k, 0)" mit n == 1 vernachlassi-
gen konnen. Aullerdem beniitzen wir noch die Tat-
sache, dal} die Streuung der Elektronen an der Stu-
fenversetzung elastisch erfolgt und deshalb |f|=|¥'|
ist. Man erhélt dann

4 In[2—2 cos(go— @y) ] —i 7 cos (e + ¢o) } (3.33)
0

Integral bis zur zweiten Potenz in k, aus. Das Er-
gebnis dieses Verfahrens, bei dem sonst keine wei-
teren Schwierigkeiten auftreten, ist wieder eine ge-
streute Welle der Form (3.28 a), wobei jedoch die
Funktion @ in erster Ndherung durch

23 Tn manchen Fillen erweist es sich als giinstig, das Poten-
tial sin ¢/0 in anderer Weise abzuschneiden. So fiihrt z. B.
das Potential S(g, 0) = kr-sin ¢/o-e—¢/R auf folgen-
des Matrixelement :

~~ K sin @, 1
E.E) ky -
( /)) K2 V1+K2 Rz

24 Wenn wir als nullte Niherung wiederum die ebene Welle

1
%

ettt yverwenden.
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D (0. @03 ko) = ; V2me 7 B ky (sin ¢y — sin ¢y) ko R2 + O (k)

und in zweiter Naherung durch

673

(3.34)

’ ) A e 2 2 D2 1 \ 2 ’ ’ ¢
D (@, Po 3 ko) = 116 V2me ”“ﬁ'kb"Rn{l* 4 (ke R)? [1+cos (pog— o ) —cos (@g+ @y ) ] Inyek, R

2

3 i o 1 3 |
~ 15 (cos2 g+ cos2qy) + ry c05(¢o+¢o)——§008(¢o—¢o)+ 3

— 3 [1+cos(po— @) —cos(@o+0) 1} +O (k)

gegeben ist.

4. Losung des Transportproblems

Wie aus den GIn. (3.21a—d) und (3.28c¢) fiir
die Amplituden @ der gestreuten Welle zu entneh-
men ist, werden die Elektronen an der Stufenver-
setzung nicht isotrop gestreut; d. h. @ (f, ') ist nicht
nur vom Ausdruck | f— | =k V/2[1 — cos(py— ¢y )]
abhéngig. Infolgedessen 1aft sich das Transport-
problem nicht mit der Annahme einer skalaren Re-

(3.35)

laxationszeit fiir die Streuung der Elektronen 15sen,
sondern wir miissen, insbesondere wenn wir uns fiir
die elektrische Leitfahigkeit bei tiefen Temperaturen
interessieren, ein Variationsverfahren verwenden,
das wir friher fiir anisotrope Streumechanismen ab-
geleitet haben 16, Der Einfachheit halber folgen wir
den dort beniitzten Bezeichnungen, so dafl wir uns
bei der Behandlung der formalen Transporttheorie
kurz fassen konnen.

a) Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit w (£, ¥') und der Matrixelemente T™ ™

Wenn wir mindestens die quadratischen Glieder im Burcers-Vektor mitnehmen, ist die gestreute Welle

gegeben durch

M~
Yeestr. Y% Vkoe
1 explitk, 0tk:2)} S (g )
4 Vk, 0 g T

i gxp{i(kn 9+Iiz 2) }7 {(py(f’ f/) g (bﬁ(f, fl) + (I)z2 (f, f’) 4 @z, (f, f,) 3 QD;;!(f, f/)}

(4.1)

wobei wir durch Einklammern des Summationsindex (i) die Summation iiber x, f, %, , #3 und * ange-
deutet haben. Mit @4 (f, ) bezeichnen wir die Amplitude, die wir bei der Beriicksichtigung des Gliedes
B kr (sin ¢/0) in Stérungsrechnung zweiter Ordnung erhalten haben.

Wir denken uns nun die Stufenversetzung mit einem Zylinder der Lange L umgeben, dessen Achse mit
dem Versetzungskern zusammenfillt. Wenn der Radius dieses Zylinders sehr grof} ist, besitzt der in den
Keil mit Offnungswinkel d¢” fallende Teilchenstrom den Wert 25

JooLdg' = "o yyr Lody =

m

;:; > PotE) Dp (1Y) . (4.2)

(ON0)]

Da wir die einfallende Welle so normiert haben, daf} ein Elektron mit Ausbreitungsvektor f und posi-
tivem Spin im Volumen 7 enthalten ist, 148t sich der obenstehende Ausdruck mit Hilfe der Ubergangs-

wahrscheinlichkeit w (f, f) berechnen:

LioLdy'= VWt t)der="

(27)?

wE ) k %’f do’ dk,, (4.3)

2a)?

wobei wir schon beriicksichtigt haben, dal die Streuung der Elektronen an dem statischen Gitterfehler
elastisch erfolgt, d.h. W (£, ) =w (£, ') 6[e(f) —e(f')] ist. Wir erhalten somit

Vv ’ dk ’ ’ L h
gy v kg dpdk = s 2

3 D (5 1) Dy (L Y) (k. — k) dk,

(4.4)

* Wir lassen von nun an bei ¢, und ¢, den unteren Index 0 weg.
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wenn wir noch die Erhaltung der z-Komponente des Ausbreitungsvektors durch Einfiihrung des Ausdrucks
O(k,—k.) dk.” auf der rechten Seite beriicksichtigen.

Aus den Gleichungen fiir die Amplituden @; (f.f') konnen wir nun entnehmen, dafl die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit w(f, f') nicht symmetrisch in f und {’ ist, weil einige Ausdriicke P (f.1) @ (£, 1)
mit i+ j bei der Vertauschung von f mit {’ ihr Vorzeichen dndern. Das Prinzip des detaillierten Gleich-
gewichts ist also verletzt. Fiir die Berechnung der elektrischen Leitfdahigkeit mul nur der symmetrische
Teil der Ubergangswahrscheinlichkeit bekannt sein, den wir in folgender Weise schreiben kénnen:

wt ) k p k= L B

@n )3 A (4.5)

k) dk, dg’ .

S (B (LF) Dy (LT) +
MORT) Dy (£, 1) Py (F, 1) }O (k. —

Die fiir die Streuung der Elektronen an der Stufenversetzung mafBgebenden Matrixelemente 7"
dann gegeben durch

m' ¥
- sind

4L dk k2 h S*mm’

TS Z” = 7 de ¥ —=nn (4.6 a)

1
mit Y7 = (—1)”’f2”””' (@) JT® () [T (=) de (4.6 b)
und 3" = 161 b ff{@m(qv,tp ) D" (0, ¢'52) + Dy (¢, @3 2) Piy)* (¢, 93 2) } (4.6¢)

(W,G) 0 xe”"‘F(e”"'F—e”"'f)d99d<p

Durch die oben angewandte Symmetrisierung der Ubergangswahrscheinlichkeit ist 7' "’ invariant gegen-
tiber einer Vertauschung der beiden Indexpaare m, n und m',n'. Wegen der Eigenschaft, daf} die z-Kom-
ponente des Ausbreitungsvektors iibernommen wird, ist jedoch schon der Ausdruck =" symmetrisch in
m und m’. Aus Gl. (4.6 ¢) ist weiter ersichtlich, da die Matrixelemente 777/
destens ein oberer Index Null ist.

verschwinden, wenn min-

b) Berechnung der elektrischen Leitfihigkeit Puo T0 0 ]/g l;: ¢5. (4.7¢)

Das durch eine Stufenversetzung verursachte Po-
tential besitzt, abgesehen von der Unabhingigkeit
von der z-Koordinate, keine weiteren Symmetrie-
eigenschaften. Das bedeutet, dal bei der Entwick-

lung der Verteilungsfunktion nach Kugelflachenfunk-

wobei ¢,, ¢ und ¢; die Einheitsvektoren eines kar-
tesischen Koordinatensystems sind.

In dieser Nédherung erhilt man fiir die Kompo-
nenten des elektrischen Leitfahigkeitstensors

m _ e K THi+3(Tii+ T30)

tionen alle Funktionen mit ungeradem unteren In- O22 =3 3 pe i1 -1 — T T P11 (4.8 a)
dex und beliebigem oberen Index auftreten konnen, L S - 11|1 o
so daB die Zahl der aufzulésenden Gleichungen so-  off) — < F Tii- s (1 EIA0  (48b)
fort sehr grofl wird, wenn wir Kugelflaichenfunktio- LRl L e L
nen hoherer Ordnung mitnehmen wiirden. Der Ein- ) = fi k: - 1 =g (4.8¢)
fachheit halber beschrianken wir uns nur auf die 3":4 hl it 70 1

i i 1 e 11— 11
Kugelfunktionen von der Ordnung 1. Die gesuchten 01y 3at Rt 27 T T 111 (4.8d)

Entwicklungskoeffizienten der Verteilungsfunktion

sind durch folgendes lineares Gleichungssystem be- ~wobei alle Groflen an der Fermi-Grenze zu nehmen

stimmt sind.
s Mit Hilfe der bekannten Beziehungen fiir die Be-
JEL T 141 T = ]/137 l;; (—e;—i€y), rechnung von reziproken Tensoren konnen wir nun
(4.7a)  den Widerstandstensor ermitteln. Es ergibt sich, da$§
alle Elemente des Widerstandstensors proportional
29(1'% T% + YD} - {—i 1/13 I;_L (e,—ies), zu den Matrixelementen 7% sind, so daB keine

(4.7b)

Abweichungen von der Marruiessenschen Regel auf-
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treten konnen. Wie nicht anders zu erwarten war, Ag“=4~fN—’Z~ {Z}—i — % (Zi i + E—i —i)} ’
treten also Abweichungen von der Additivitat des o & (4.9 a)
elektrischen Widerstandes erst dann auf, wenn wir NE povdd ¢ 1 § o o=
’ _4 N -1 1 -1 -1
Kugelflachenfunktionen hoherer Ordnung mitneh- Aoy, e 2 i+ (Zl 1 T2 1 1)}’
men. (4.9b)
11_ y-1-

Ist N die Zahl der Versetzungen/Flicheneinheit,  Ao,, = _4‘11\1% AJTZ‘i ; (4.9¢c)
so ist die Anderung des elektrischen Widerstands- e ©
tensors durch Z=NV/L Stufenversetzungen der A9.; = Aoz, = A0y, =0. (4.94d)

Lénge L gegeben durch Hierbei ist n, die Zahl der Leitungselektronen/Vo-
lumeinheit (kp® =3 72 n,).

c¢) Berechnung von =77

Es erweist sich als zweckmiaBlig, folgende Abkiirzung einzufithren

&% = 327,//{ o (P ¢'37) Do)* (@ 9’5 2) + Py (¢, 93 2) Piy* (¢, 3 2) (4.10)
+ D) (9, "5 2) DPiiy* (9, ¢35 2) + Dijy (¢, 93 2) D)™ (¢, ps ) Jeim? (ei™ 9 —eim ¥ )dp dg.
Durch Summation von 2 ]) iiber alle Buchstaben (i) und (j) erhilt man dann den Ausdruck 7™,

Fir die Berechnung der E(,),(]) , die sehr umfangreich ist, beniitzen wir nun die Eigenschaft, daf} sich
nach den Gln. (3.21a) bis (3.21d), (3.28c¢) und (3.33) die D; in folgender Weise schreiben lassen

Dy (p, @3 7) = = : '42,4(0 ily'~¢) ire (4.11)
wobei Ao = (e2im-1), (4.11 a)
) ,"uH " koR
Af s =2pZIE = (~1)e” [y @) 1, (2) dz, (4.11b)
(] 0
4 —iﬂ'ig—tﬁn °°1
Afes =i~V 3™ 2 " [ 21, @) 1, (@) dz, (4.11¢)
0
2, vlveﬂn T 1 x
Aplss = —ing o (=1)! 2 f; In (kg—e) Loy oo (%) Jny (2) 2 (411 d)
0
Ay a2l BR (4.11e)
4 0 7o
AL =—‘§ﬁ2ki']~1”, 140 ke R>1. (4.114)
0
. T po kp? k., R o 8
Afzz = ’121,-2 :l%ﬁ-*ic? In ;0 —z% R (4.11g)

Wenn wir noch beriicksichtigen, dal die oben eingefiihrten Koeffizienten folgende Eigenschaften besitzen
Ay {1 AY 5 (4.12)

so wird

. 1+ (— 1)m+m i ( *(i) ( (i
Zf.‘tn(i) = T 16 ) {Alz)r Al (r])+m+m Al r Al+m rmtm T+ A ]) l(:+m+m A ]) Al-{(-l%z’,r+m+m’
(4.13)
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Fir m=1 und m" = 1 sind folgende Ausdriicke von Null verschieden:

N 1 & .
‘\_i o= 5 Zsm2(77,+1~171), (4.14 a)
[=—o
Y5 = s B e 1; 1/[11+cos'2 1o =7 Tian | (4.14b)
D T2 AL = Z(nllzmm) (4.14¢)

l=—0o0

. {(’fz I, + 23 111)) +COS;' ivs—viot+rio1—m) (21 g + g 1111+1)}

k, R

B 2; B f];i‘—:—[Mn? I:;’DR +41n o 2 :z?—z} (4.14.d)
Zi_/;f _ 1-;6 iz Al {(<1n2170—51n2171) In s R, 12211 (sin29;,1—2sin2; +sin2n;_4) },, (4.14 ¢)
Py N R i {[(7211 1+ TLy) cos(r_y+0) 3+ (2 g + 25 1TLy) cos (vg + ) ;}

- In k;(,R [(z2 II,1;Lz3 IIT ) sin(v_{+»y) ; + (25 g+ 25 111) sin (v + v) ;} :)t }, (4.14 1)

FEEEEDIFEIDN FERE TSGR ] (1154,b)

ot 2= fb \“ (—=1)7 (2 I, 4+, 111 (4.15¢)
'{Sin[2771+2+ 5 (”1+2+V1)} —2sin [27]/+1+ ; (vie2+m) —i—sin[27]1+ ; (Vo2 +m) }}’

:i /)1., = — ;ﬂz Zl): [(sin2770—sin27]1) In k;“uR + (cos 21y —cos 21;) H (4.15d)

li; | l}, ﬁl” _ ;z Ji ’;‘f" {[(x211,1+z3111,,1) cos; (¥ _1+11) + (229 LIy + 225 I11) cos 5 T (v +1'2)}

In k,R 8 V

Yo =1

Die Integration iiber cos # =z =k,/kr kann mit den
im Anhang C angegebenen Hinweisen bei allen Aus-
driicken X 7!, mit Ausnahme von P ausgefiihrt
werden. Wenn wir ndmlich die fiir &k, R > 1 abgeleitete
Beziehung (3.33) fiir @4 beniitzen, erhalten wir nach
Gleichung (4.6 b) ein Integral der Form

ff(r) i m

) 9

das sowohl bei cos =1 als auch bei cos = —1 diver-
giert. Der Grund hierfiir ist darin zu suchen, daf} die
oben beniitzte Beziehung fiir @4 an der Stelle k,=0
ihre Gultigkeit verliert 26. Wir miissen deshalb die Inte-

26 Auch alle iibrigen Terme divergieren an der Stelle k,=0.
Ihre Divergenzen werden jedoch durch Multiplikation mit

1) (2) H”L'fr(.r) aufgehoben.

(—1yi+t
L(I+1) (142)

(#2 11 + 25 111)) cos 5 (4.15¢€)

(1’1+2+1'1)}~

gration iiber x in zwei Bereiche zerlegen, wobei wir
fiir k&, R>1 die Beziehung (3.33) und fiir £, R<<1
die Beziehungen (3.35) beniitzen, die wir durch eine
Tavior-Entwicklung fiir kleine %, erhalten haben. Das
Problem besteht nun darin, wo die Grenze zwischen den
beiden Bereichen liegt. Da kr R sehr grof} ist, wird sie
in der Gegend von z=1— (1/2 kp? R2) liegen. er
haben deChalb den Verlauf der Funktion (1—z2) S}’
bzw. (1 —22) 3 b in der Umgebung dieser Stelle nach
den Beziehungen fiir &, R >1 und k, R <1 berechnet.
Wie aus Abb. 1 und Abb. 2 ersichtlich ist, kommen sich
die beiden nach verschiedenen Beziehungen berechneten
Kurven sehr nahe. Wir begehen also sicher keinen
groflen Fehler, wenn wir nur die ersten Glieder bei den
Entwicklungen fiir cehr groBe bzw. sehr kleine k, R be-
niitzen. Als Nahtstelle 2,” nehmen wir bei (1—2z?)
S}k e den Schnittpunkt der beiden Kurven. Bei (1 —22).
S5 ziehen wir zunichst die Tangenten zwischen den
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Abb.1. Der Verlauf von }i;} als Funktion von k, R/y, .
Es sind die unter den Voraussetzungen Fk, R >1 und
k, R <1 errechneten Kurven eingetragen.

beiden Kurven und legen den Wert z, dadurch fest, dafl
wir eine senkrechte Verbindungslinie so zwischen die
beiden Kurven legen, dafl die von Tangente bzw. Ver-
tikalen und von den Kurven begrenzten Fldchen gleich
grof} sind. Die Integration iiber z, bei der wir noch nicht

677

_7\» kg/?(( 7

1
kol
Yo

Abb. 2. Der Verlauf von 2}3}12 als Funktion von k, R/, .
Es sind die unter den Voraussetzungen k, R >1 und
k, R <1 errechneten Kurven eingetragen.

die numerischen Werte fiir die Nahtstelle einsetzen,
kann dann mit den im Anhang C angegebenen Hin-
weisen durchgefiihrt werden. Es zeigt sich, dal die
Werte der Nahtstellen das endgiiltige Ergebnis nur
wenig beeinflussen, weil zy, nur in den absoluten Glie-
dern, nicht dagegen in den logarithmischen Gliedern
log” (kr R/y,) mitn=1, 2 und 3 vorkommt.

Nach Durchfiihrung der Integration iiber cos® lassen sich die den elektrischen Widerstand nach Gl.

(4.9) bestimmenden Gréfen Z%_%

und Zi ! in folgender Weise darstellen

M1l =4o+ A In(kp R) + 4y In® (kp R) + 43 In® (kr R), (4.16)
M1 1=2"1"1=By+BiIn(kp R) + By In*(ky R) + By In® (kp R) . (4.17)

Die Konstanten 4, und B, sind gegeben durch
. % o) 4 3 a [( )o<3>_0(4> — i +O(G>} (4.16 a)

,,ﬁ/ -g(‘)
+ +

TR p¥

¢ 22 52[1n(2/y0) W4 L1® 4 o

3a? /32

A= 3P P1-200 100 100 +

+31/3> M 4 37//32_[(3> +7

_ 37 po3 . 37 m 1
Ay= =g B o® + 256/3[31n(2//o)+1],

o |(In? (ke 0) — 5 InChe o) + g —

2)] 37 /34 70 1

12

i [( - —2In(ky Qi)) o™ 4+ 06® 4 O
5
3

{[(1_111(/% 2)) T + 1] [In(2/ye) — 11 + [(1 ~In (ke 0)) 7 +2©] T

I
37 256

)0(7) + (5, —In (kr 0}) ) (6® +0@) + 610 ]

i";/ B2 [(ln(2//o)—1)t3)+ e ]

)
o
# (1))

Ve [3 in?(2fre) +21n(2/70) + -1

* 25 B2 [(1=In (kp 0)) 2® +2007,, (4.16 b)

L (4.16 ¢, d)
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= 37 poffog @\ 6) _ 54 _ 0 (6)] 37, 519 4 (10)
By= = p [(2 12)0 o o® 1o + - 16 *2© + - /3 T
4 j - [0(14)_0(13) In (kr 0;) — 1 0(15)] n _33 ﬂz[t(l) 1n(2/y0) + 5 ,(2>+ '2’ Im]
+— /2/32[(1n(2/70 —1)1® 4 ot0] 4 224 ,52{ (1 —In(kr 0:)) 7® + 7] (In(2/yo) — 1)
+ (11; - 1) w® 4 (1 —In (kp 01)) 01 4 0012 } (4.17 a)

= 3T B -20® 400 +00] + '2 B 3102 (2fy0) + 5 In(2fy0) = 7

128
37ﬁ21(1)+ oy f2 7O 4 3”' g B2L(1 = In (kg 0)) T® +70)], (4.17b)
By= 2T pro®y T pe (4, —|—3ln(2/yo)), By = ’i;zs’ p mit yo=e€=1,781072. (4.17c,d)
Die Summen 6@ und T(’) sind folgendermaflen definiert
o) = 2f Z sin? (.1 —m) (1 —2?) da, (4.18 a)
21 150w
1
o f Z [sin2#;,1—2sin 2%, +sin 2 9;_1] —fdx, (4.18Db)
1=
o® = % > a|a+cos % (Viso—w) areq|, o= *i— > ar|bi+cos Z (Vii2—m) bz+1], (4.18 ¢, d)
l=—o0 l=—oc =
0(5)— % Z b [aH—cos (’Vl+2 ’Vl) a1l 0(6)—-,27 Z b[[bl-l-COS ; (vl+2—v,) bl+1] s (418 e,f)
l=—x l=—o0 =
o = - 1 Z Cl[cl+005 121’ (Vivs—Yie2+ Vi1 =) it | (4.18g)
o®= 1 Z Cl[dz-l—cosg (Viss—Vis2 + Vi1 =) disa| (4.18h)
o® = 71 Z dz[Cz+COS ; (Vies—Vie2+Vie1—Y) crat|s (4.181)
o0 = — Z z[dH-COS -275 (Vi3 —Vis2+ Vi1 =) dl+1} ) (4.18k)
an _ (=)= kd 12 _ (—1iH E
Y Z 10+1) (+2) C; COS ) (Vis2+7) 4 Z 1+ (+2) d; cos p) (vs2+w), (4.181,m)
1 =)
0(13)= % Z (—l)lcl{sin[2m+2+ ; (’Vl+2+7/l) ] (4.18 0)
S R
~2sin[2q,1+ 5 (7)) | Fsin[2g+ 5 Ora+2) } -2 as,
1 =)
o) = —;f Z ( 1)ldl{5in[2’7l+2+ (vis24+v) (4.18p)
L s
—2sin[2m+1+ (Vz+2+Vz)} +sm{2 M+ 5 (Va2 +) } (1-2?) dz,
1 =)
o(19) %f Z (— 1)161{5111[2 Niso+ - (V1+9+”l) (4.18 q)

7 Gre+w) [fIn (L;i) (1—2?) de;

—2sin 3

2M1+ T 2t m) ] +Sin[2 N+
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1
1= [ (sin2#y—sin27,) dz,
-1

1@ = c_, cos(v_y+) ,;i +¢g cos (Vo + ;) Z,

1® = d_jcos(v_;+) % +d, cos (vy+v5) %,

1
1@ = [ (cos 2y —cos2,) d,
-1

™ = In(2fy) +10(2fr0) + (- —1) In(2fr0) + 5 (3) -

5 1 1 2z
—1n220+ <1—1—25z2> 1n20+ @704204‘— %706206 (2 In 7}}02 L. -

200 = 1n3(2/y,) + 2 In?(2fye) — 2

679
5 1 y
@ = f (sin27y—sin2%,) In 3 dz, (4.19a,b)
=1
= c_;sin(v_;+») :; +¢o sin (Vg +vy) 2,
(4.19¢,d)
10 = d_;sin(v_;+v) % +dg sin (v +vs) L
(4.19 ¢, 1)
! 1—a?
7® = f (cos 279—cos27y) In <f—r> dz,
-1
(419 g, h)
2
’1L2 —In3z, (4.191)
11
’15) ’
In(2/y0) + 5 £(3) = T —Indz (4.19k)

_ 25 7 20® Yo% 2o _ 2_9
S In?zy + 5 (2 In - 24)
mit zy=2(1—zp) L1, 2y =2(1—y) ’“FTizRi , £(3)=1,20206 (Riemannsche {-Funktion).

5. Numerische Ergebnisse und Diskussion

a) Numerische Auswertung

Im folgenden legen wir durchweg den fiir ein-
wertige kubisch-flichenzentrierte Metalle giiltigen
Zahlenwert (b kp/271) =0,553 zugrunde. Bei der
numerischen Diskussion und beim Vergleich mit
den Experimenten beziehen wir uns auf Kupfer, fiir
dessen elastische Konstanten wir »=0,348 und
4 =0,45-10'2 dyn/cm? einsetzen. (In das Endergeb-
nis gehen lediglich Verhéltniswerte der elastischen
Konstanten ein, so da3 die Kenntnis von u« nur fir
die Normierung von [, m und n benétigt wird.) Die
nichtlinearen elastischen Konstanten I, m, n wurden
aus zwei verschiedenen Gruppen von Melergebnis-
sen, die in Tab. 1 angegeben sind, ermittelt. Einzel-
heiten dieser Bestimmung werden an anderer Stelle
mitgeteilt werden. In Tab. 1 sind neben den beiden
Satzen fiir [, m und n die daraus abgeleiteten Werte
fiir die Konstanten C; [Gl. (A2 —5)] und fir die
Parameter %, %, und #; [Gl. (2.10)] aufgefihrt.
Ferner ergibt sich mit den oben angegebenen Zahlen-
werten fiir Kupfer Cy= — 0,466 und f= —0,172
[vgl. Gl (2.10a)].

Wie schon bei der Behandlung der Schraubenver-
setzung ? haben wir die numerische Auswertung fiir

%=0, 2=1/9 und % =1/4 durchgefiihrt. Tab. 2 ent-

F. BircH | W. B. DANIELS
P.W.BrIDGMAN C. S. SmiTH
J. POYNTING J. Poy~NTING
1[102dyn/cm?] —2,06 —2,07
m [10'2dyn/cm?] | —531 —5,90
n [10**dyn/cm?] | —15,15 — 15,06
s ; 1,14 1,33
C, \ 1,05 1,26
C, | —0,40 —0,51
Cs 3 0,0725 0,229
® | 0,236 0,275
(Stufenv.) |
o 0,210 0,253
P —0,082 —0,104
P 0,0148 0,0467
(Schraubenver.)
A, 0,04905 0,06212
A, 0,00127 —0,00137
A, 0,00493 0,00528
A, 0,00010 | 0,00010
B, 0,01122 0,01192
B, —0,00060 | —0,00200
B, 0,00247 ‘ 0,00263
B, 0,00007 ‘ 0,00007

Tab. 1. Die fiir die numerische Auswertung zugrunde geleg-
ten nichtlinearen elastischen Konstanten [, m, n von Kupfer
sowie die damit berechneten Parameter. (Quellenangaben fiir
die Bestimmung der [, m, n: F. Bircn, J. Appl. Phys. 8, 129
[1937]; P. W. Bripeman, Proc. Amer. Acad. 70, 285 [1935] ;
J. Poynting, Proc. Roy. Soc., Lond. A 86, 543 [1912]; W.B.
Daniess u. C. S. Smitr, Phys. Rev. 111, 713 [1958].)

hilt die in § 4 c eingefithrten GroBen o) und (¥
fiir die genannten x-Werte. Der Ubergang zu den
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s =10 % = (l’ w = i
o) 0 0,0061  0,0336
a® 0 —0.2258 —0,3807
) 0 0.0260  0,0451
o L ) 0 01252  0,1569
a®) 0,25 0.2298  0.2104
o 0,125 0.1498  0,1490
a®) L 5®) —5C —0,1082  —0,0692
)] 142
wl0-3)
5010) + 4 (c - ) 00259  0,0141
. |
96 16
o11) 0 0,0008  0,0017
o12) s —0,0251 —0,0234
(13) 0 0,0366  0,0594
) 0 0.0191  0,0368
a(15) 0 —0.0586  —0,0940
7(1) 0 —0.3076  —0.5562
7(2) 0 0.8501 1,3133
7(3) — 0,50 05206 — 04811
7 0 —0.0926  — 0,1987
) g 01693 0,076l
7(6) 0 0.0337  0,0471
70 0 —0.1147 —0,3910
7(8) 0 0.3932  1,1033
7(9) 0.8839 0.8839  0,8830
7010) 0,7693 0.7603  0,7693

Tab. 2. Zahlenwerte fiir 6(i) [Gl. (4.18)] und 7(1) [Gl. (4.19)]
fiir verschiedene x-Werte. (C=0,577 bedeutet die EvLersche
Konstante.)

in Tab. 1 aufgefiihrten »-Werten geschah durch In-
ter- bzw. Extrapolation. Die in den Gln. (4.16) bzw.
(4.17) auftretenden Koeffizienten A; und B; sind
fiur die beiden verwendeten Sitze nichtlinearer ela-
stischer Konstanten in Tab. 1 mit angegeben. Die
Grofle dieser Koeffizienten bestimmt die Giite der
Konvergenz unseres Endergebnisses, das sich in
der Form einer Potenzreihenentwicklung nach stei-
genden Potenzen von In(kyr R) darstellt. Man tber-
zeugt sich leicht, dafl die Konvergenz fiir &y R =10’
noch ausreichend ist. Sollten wesentlich groflere
Werte des Abschneideradius von Interesse sein, so
miifite die Storungsrechnung zu héheren Ordnungen
weitergefiihrt werden.

In Abb. 3 sind als Funktion von ky R, also des
dulleren Abschneideradius, der spezifische Wider-
stand einer isotropen Verteilung von Stufenver-
setzungen der Lidnge 1 pro Volumeneinheit,

Ao =1/3 (4o, + Aoy,)

also

sowie das Verhiltnis Ao,,/40,, des Widerstandes
in Richtung der Gleitebenennormalen (Ao,,) und
in Richtung des Burcers-Vektors (1o,,) aufgetra-
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gen. Hunter und NaBarro  hatten darauf hingewie-
sen, daf} sowohl ihre Lsung wie auch diejenige von
Dexrer * fiir das ebengenannte Verhiltnis den Wert 3
liefert. In unserem Falle ist dieses Verhaltnis immer
kleiner als 3; es scheint jedoch fir grofle Werte von

Q |
1107 2Qcmy

40y /Qux
J

8+ AQ)’)’/AQ)U‘
6 )
4 L
‘ 11
2L
R _ H-N 0
0 102 701 10° 10°

Abb. 3. Gemittelter elektr. Widerstand Ao=13% (A0,-+ A0y,)
sowie Verhiltnis 40y,/40:; des Widerstands senkrecht zur
Gleitebene zum Widerstand in der Gleitebene von Stufenver-
setzungen in Kupfer als Funktion des Abschneideradius kf R.

®: Berechnet mit »=0,236; x,=0,210; x3=—0,082
(Bircu, Brinemax, PO\\TI\(,)Y
A: Berechnet mit »x=0,275; x,=0,253; x;=—0,104

(Daxievs, Syith, Poy~ting),
bedeutet den von Huster und Nasarro ® berechneten
Wert von Ao .

H.-N.

kr R sich dem Grenzwert 3 zu nihern. Erfreulicher-
weise fallen in Abb. 3 die mit den beiden verschie-
denen Gruppen von elastischen Konstanten berech-
neten Resultate fast zusammen.

In Abb. 3 ist ferner der von Huxter und NaBarro
berechnete, vom Abschneideradius unabhiangige Ao-
Wert eingetragen (vgl. § 5b). Wie man sieht, liefert
unsere Rechnung in dem praktisch interessierenden
Bereich (10> < kp R<10%) ein um rund eine Gro-
Benordnung grofleres Ergebnis, was vor allem durch
das Auftreten der R-abhingigen Glieder bedingt ist.
Wie schon in § 1 erwithnt. geht die R-Abhéngigkeit
des Widerstands auf die /- und die f #-Glieder in
der Streuwahrscheinlichkeit zuriick. In dem gesam-
ten Bereich, in dem unsere Naherung gute Ergeb-
nisse liefern sollte, d. h. also fiir &k R < 10, iiber-
wiegen hierbei die f %-Glieder, und zwar selbst bei
grolen Werten von kr R (wo an und fur sich der
?-Einflull zunimmt) um mehr als eine GrofBenord-
nung. Das bedeutet. da} die VergroBerung des elek-
trischen Widerstands der Stufenversetzungen gegen-
tber friiheren Rechnungen in erster Linie der Be-
riicksichtigung des aus der nichtlinearen Elastizitits-
theorie folgenden Dilatationsfeldes zuzuschreiben
ist. Die Durchsicht der numerischen Rechnung zeigt
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ferner, daf} diejenigen Glieder, die den in § 4 ¢ ein-
gefiihrten Abschneideradius z, und z, enthalten
und die deshalb etwas unsicher sind, einen vernach-
lassigbar kleinen Beitrag geben. Die - und #;-
Glieder sind mit den (>-Gliedern vergleichbar und
somit ebenfalls mindestens eine Grofenordnung
kleiner als die fithrenden Terme. Damit hat sich
nachtriglich die Zulissigkeit aller von uns gemach-
ten rechnerischen Vereinfachungen erwiesen. In dem
fiir das Endresultat mafigebenden £ #-Beitrag haben
wir durch den Umstand, daBl wir eine hinsichtlich
der x-Abhingigkeit strenge Losung bentitzt haben,
sogar eine hohere Genauigkeit erreicht, als dies
durch die Storungsrechnung 2. Ordnung moglich
wire. Man darf also ohne Bedenken unsere Resul-
tate auf verhaltnismalig grofle #-Werte anwenden.

b) Vergleich mit anderen Arbeiten

Die alteren Arbeiten sind bei Huxter und Na-
BARRO ? ausfiihrlich erortert, so dal wir an die letzt-
genannte Arbeit ankniipfen kénnen. Lafit man zur
Vereinfachung den Einfluf} von Scherungen auf den
elektrischen Widerstand aufler acht, so ist in dem
Streupotential Gl. (2.9 a) bei HunteEr und NaBarro
nur das f-Glied enthalten; die daraus resultierende
ScuropiNGer-Gleichung wird durch Stérungsrech-
nung 1. Ordnung (sog. 1. Bornsche Ndherung) ge-
lost. Werden unsere Rechnungen in dieser Weise
spezialisiert, so stimmt das Ergebnis genau mit dem-
jenigen von HuntEr und NaBarro iiberein: Der
elektrische Widerstand einer Stufenversetzung er-
gibt sich als unabhingig vom dufleren Abschneide-
radius und als verhéltnisméBig klein (Abb. 3). Wie
wir in Ziff. 1 dargelegt haben, ist dieses Ergebnis
qualitativ und quantitativ unrichtig und eine Folge
von unzulissigen physikalischen Vereinfachungen
[Vernachlassigung des x#-Gliedes in Gl. (2.9 a)] und
mathematischen Vereinfachungen (Verwendung der
1. Bornschen Niherung).

Die Rechnungen von Kremens % 7 unterscheiden
sich im Hinblick auf die eben besprochenenen Ver-
einfachungen nicht von denjenigen von HunTER und
NaBarro® und liefern dementsprechend ein &hn-
liches Ergebnis, das in gleicher Weise zu kritisieren
ist.

Harrison 8 machte die ad-hoc-Annahme, daf} eine
Stufenversetzung einen engen hohlen Kern besitze,
von dem die gesamte Voluménderung der Stufen-
versetzung ausgehen soll. Dieser Kern wird als ne-
gativ aufgeladen angesehen und die Streuung daran
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mit der ersten Bornschen Naherung behandelt, wo-
bei sich ein Widerstand ergibt, der eine Grofien-
ordnung kleiner als der von Hunter und NaBarro
ermittelte ist. Harrison vertritt die Ansicht, daf3 die-
ses Ergebnis typisch fiir den Einflul der besonderen
Potentialverhiltnisse im Versetzungskern ist. Dem
ist aber entgegenzuhalten, daf} die GroBenordnung
seines Ergebnisses ausschliellich dadurch bedingt
ist, dal} die gesamte experimentell beobachtete Vo-
luménderung einer Versetzung auf den innersten
Versetzungskern konzentriert ist, wihrend sie in
Wirklichkeit vor allem durch das elastische Fernfeld
hervorgerufen wird®71*27. Eine solche rdumlich
langsam variable Dilatation gibt einen wesentlich
kleineren Beitrag zum elektrischen Widerstand. Eine
theoretisch begriindete Behandlung des mit der
Volumaufweitung verbundenen Streupotentials mit
Einschluf} eines realistischen Anteils, der vom eigent-
lichen Kern herriihrt, gibt ein wesentlich kleineres
Verhiltnis von elektrischem Zusatzwiderstand und
Dichtedinderung 1% 8. Solange keine unabhingige Be-
griindung fiir die Existenz eines hohlen Versetzungs-
kerns existiert, konnen wir den Harrisonschen Vor-
schlag nicht als eine Alternativmoglichkeit zur Deu-
tung des experimentellen Verhiltnisses zwischen
Versetzungswiderstand und Dichtednderung bzw.
gespeicherter Energie ansehen. Ahnliches gilt auch
fiir einen Vorschlag von Stron 2%, wonach Stufen-
versetzungen in Kupfer von einem Rifl begleitet
sind, der zu einem hohen elektrischen Widerstand
und zu einer starken Volumvergroflerung Anlaf}
geben soll.

Carrurers 2 gibt an, daBl das Ergebnis von
KrLemENs ¢ mit einem Faktor 3(In(R/ry))? zu ver-
sehen sei, wobei R und r, je einen dulleren und in-
neren Abschneideradius bedeuten. Er schlieit dies
in Analogie zu einer Berechnung 3° (in 1. Bornscher
Niherung) der Streuung von Phononen an Stufen-
versetzungen. Wie wir bei der Besprechung des
Warmewiderstands (Ziff. d) ausfiithren werden, tritt
bei seiner Rechnung dieser Faktor jedoch falsch-
licherweise auf, so daB die Ubertragung auf den
elektrischen Fall hinfillig wird. Wir finden also
auch hier das Ergebnis bestatigt, dal die 1. Borx-
sche Ndherung keine Abhéngigkeit vom Abschneide-
radius liefert.

A. Seecer, Suppl. Nuovo Cim. 7 [X], 632 [1958].
8 A. N. Stron, Phil. Mag. 2, 1 [1957].

9 P. Carruthers, Phys. Rev. Let. 2, 336 [1959].

P. Carrurners, Phys. Rev. 114, 995 [1959].
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Zusammenfassend kann man sagen, dal} keine
der bis jetzt veroffentlichten Rechnungen iber den
elektrischen Widerstand von Stufenversetzungen die
Verhiltnisse richtig wiedergibt, da in allen Fallen
die 1. Bornsche Niherung verwendet wurde und
dariiber hinaus die Volumaufweitung und damit die
negative durchschnittliche Aufladung der Versetzung,
die zu dem #-Glied im Streupotential (2.9 a) fiihrt,
nicht richtig beschrieben wurde.

Von den vorstehend besprochenen Einwédnden frei
ist die Berechnung des elektrischen Widerstands von
Schraubenversetzungen durch SeeGer und StEHLE
(s. Anm. 1% 9), Lift man wiederum zur Vereinfa-
chung die Scherungen aufler acht, so ergibt sich der
Potentialansatz Gl. (2.10), fiir den die x-Werte
ebenfalls in Tab. 1 aufgefihrt sind. Das Ergebnis
der strengen Berechnung des Widerstands einer
isotropen Verteilung von Schraubenversetzungen,
bei der kein auflerer Abschneideradius eingefiihrt
. zu werden braucht, ist als Funktion von x in

no""’écgmjz

04t
03-
0.2-

0lr

—_—

0725 025
K

Abb. 4. Der gemittelte elektrische Widerstand 4o von Schrau-
benversetzungen als Funktion von » (fiir Kupfer).

Abb. 4 dargestellt. Fur »=0,047 ergibt sich
A0=0,016-10"20 Qcm3. Dieser Wert ist verhilt-
nisméfig klein, so dafl wir ihn in § 5 ¢ vernachlas-
sigen konnen. Es ist jedoch denkbar, da} sich bei
anderen Metallen als Kupfer ein groleres » und
damit auch ein groflerer Widerstand von Schrauben-
versetzungen ergibt.

¢) Vergleich mit den Experimenten

Der Umstand, dafl der Widerstand einer einzel-
nen Stufenversetzung logarithmisch von einem dufe-
ren Abschneideradius abhingt, hat zur Folge, daf}
der elektrische Widerstand eines verformten Metalls
nicht nur durch die Zahl, sondern auch durch die
Anordnung der Versetzungen bestimmt wird. Insbe-
sondere ist der Widerstand einer Gruppe von auf-
gestauten Versetzungen eines Vorzeichens grofler als

A.SEEGER UND A.BROSS

die Summe der Widerstinde der einzelnen Verset-
zungen. Die Rechnungen der vorliegenden Arbeit be-
ziehen sich ausschlieBlich auf einzelne Versetzungen;
die Erweiterung auf Versetzungsgruppen hoffen wir
spiter geben zu konnen. Aus diesem Grunde eignen
sich Messungen des elektrischen Widerstands an ge-
dehnten Kupfereinkristallen 3!, in denen die Verset-
zungen in der Form aufgestauter Gruppen vorhan-
den sind, weniger gut fiir den Vergleich mit der zur
Zeit vorliegenden Theorie. Fir diesen Vergleich
stiitzen wir uns in erster Linie auf die Messungen
von CLarReBROUGH, HARGREAVES und WEsT 32, die an
vielkristallinem gestauchtem Kupfer mit verschieden
starker Stauchung ausgefiihrt wurden. Diese ermog-
lichen den Vergleich von Bestimmungen des elektri-
schen Zusatzwiderstands mit solchen der gespeicher-
ten Energie. Da in beiden Fillen in die theoreti-
schen Ausdriicke der Abschneideradius logarith-
misch eingeht, wenn auch in etwas verschiedener
Form, ist die Hoffnung berechtigt, dal sich bei
einem solchen Vergleich die durch die Versetzungs-
anordnung bedingten Unsicherheiten z. T1. heraus-
heben.

Zum Vergleich zwischen Experiment und Theorie
verwenden wir die folgenden drei Modelle: (A) Es
sind nur Stufenversetzungen und keinerlei Schrau-
benversetzungen vorhanden. Dies ist ein Grenzfall,
der bedeuten wiirde, daf} alle urspriinglich vorhan-
denen Schraubenversetzungen sich durch Querglei-
tung annihiliert haben. (B) Es sind 2,5-mal soviel
Schraubenversetzungen wie Stufenversetzungen vor-
handen. Dies entspricht etwa den Verhiltnissen im
Bereich II der Verfestigungskurve von Einkristallen
und wiirde den entgegengesetzten Grenzfall darstel-
len, daf} iiberhaupt keine Quergleitung von Schrau-
benversetzungen stattgefunden hat. (C) Es sind
gleich viel Stufen- und Schraubenversetzungen vor-
handen. Dies entspricht dem Fall, daf} die Zahl der
urspriinglich vorhandenen Schraubenversetzungen
etwas, aber nicht vollstindig, durch Quergleitung
reduziert worden ist, und sollte den wirklichen Ver-
hiltnissen einigermallen gerecht werden.

Die theoretischen Angaben fiir jede der drei Mog-
lichkeiten (A), (B) und (C) werden unter zwei ver-
schiedenen Annahmen gemacht: (1) Die Stapelfehler
der Versetzungen tragen nichts zum elektrischen

31 T, H. Brewirr, R. R. Cortmax u. J. K. Reoman, Rep. Conf.
Defects Crystalline Solids, Physical Society, Lond. 1955,
S. 369.

32 1. M. CrareBroucH, M. E. Harcreaves u. G. W. West, Acta
Met. 5, 738 [1957].
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Widerstand bei. (2) Die Stapelfehler besitzen einen
mittleren Reflexionskoeffizienten R =1/3 . Jede Stu-
fenversetzung enthilt einen Stapelfehlerstreifen von
der Breite 3,2 b, jede Schraubenversetzung enthalt
einen solchen der Breite 1,5 b33. Die elektrischen
Widerstande von Versetzungen und Stapelfehlern
sind additiv.

Als Energie pro Lingeneinheit setzen wir nach
dem Prierisschen Modell (siehe Anm. 36, insbes.
Ziff. 75) fir eine Stufenversetzung

o . -
1= i) [In(R kr) —0,91] (5.1)

und fiir eine Schraubenversetzung
By if . [In(R kr) —0,35] (5.2)

an.
Tab. 3 gibt fiir verschiedene Werte von £y R die
theoretischen Ergebnisse fiir das Verhiltnis von

Modell Al A2 Bl B2 C1 C3
kFrR = 10 2,16 19,28 0,661 12,61 1,13 15,18
krR = 102 1,68 8,43 0,587 5,72 0,963 6,75
kFrR = 103 1 2,00 6,16 0,712 3,98 1,165 4,88
kFR =10* | 246 546 0,899 3,30 1,447 4,09
kFR = 10° 3,00 5,34 1,106 2,99 1,776 3,82
Tab. 3. Theoretische Werte fiir das Verhiltnis von Ver-

setzungswiderstand zu zugehoriger Energie fiir verschiedene
Modelle und Abschneideradien (in 10—16 Q cm3/dyn).

spezifischem elektrischem Widerstand und gespei-
cherter Energie an. Die experimentellen Werte 3
sind (in 10716 Q cm3/dyn) 6,2 (nach 30% Stau-
chung), 6,3 (nach 55% Stauchung), 6,7 (nach 70%
Stauchung) . Fiir den Vergleich sind die Spalten A2,
B2 und C2 in Tab. 3 maligebend, da durch theoreti-
sche (siehe vorhergehende Fufinote sowie 3% 7) und
neuere experimentelle 37 Ergebnisse ein Beitrag der
Stapelfehler in der angegebenen Grofle gesichert
erscheint. Wie man sieht, liegen bei den Modellen A2
und C2 fiir Abschneideradien R zwischen 102 kp~!
und 103 £~ ! die theoretischen Ergebnisse im Be-
reich der experimentellen Werte. Auch der Gang mit
zunehmender Kompression wird richtig wiedergege-
ben.

33 Die Annahmen iiber die Stapelfehlerbreiten entsprechen
den Ergebnissen von Sercer, Berner und Worr 34, jene
iiber den mittleren Reflexionskoeffizienten denjenigen von
Seecer 33, Die letzteren sind im wesentlichen im Einklang
mit einer noch unveroffentlichten verbesserten Berechnung
des Stapelfehlerwiderstands, die keinen Gebrauch von der
Storungsrechnung macht.
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Der EinfluB von Stapelfehlern mufl bei Alumi-
nium wesentlich kleiner sein % 38, WINTENBERGER 39
findet als spezifischen Widerstand einer isotropen
Versetzungsverteilung der Liange 1 pro Volumen-
einheit 2,3-10720 Q cm3®. Obwohl unsere Rechnun-
gen nicht speziell fiir Aluminium durchgefithrt wor-
den sind, ergibt ein Vergleich mit Abb. 3 bei Be-
riicksichtigung der Schraubenversetzung und Ver-
nachldssigung der Stapelfehler die richtige Grofen-
ordnung.

Zusammenfassend kann man also sagen, daf} die
in der vorliegenden Arbeit errechnete Grofenord-
nung des Versetzungswiderstands durch die bis jetzt
vorliegenden, allerdings noch nicht sehr umfangrei-
chen Messungen bestétigt wird.

d) Der Zusammenhang mit dem Wirmewiderstand

Gemeinsam mit P. Gruner haben die Verfasser der
vorliegenden Arbeit gezeigt, daB} durch konsequente An-
wendung der nichtlinearen Elastizitdtstheorie das Pro-
blem der Streuung von Phononen an Gitterfehlern, ins-
besondere an Versetzungen, in Analogie zu der hier
durchgefiihrten Berechnung der Elektronenstreuung sich
behandeln 1dBt. Es ergibt sich eine Art ,vektorielle
ScuroDINGER-Gleichung®, wobei die Streuung der Pho-
nonen durch die nichtlinearen Wechselwirkungsglieder
zwischen den statischen und dynamischen Verschiebun-
gen zustande kommt. Wie beim elektrischen Widerstand
erhilt man fiir den Warmewiderstand von Versetzungen
einen endlichen — nicht von einem duleren Abschneide-
radius abhdngigen — Wert, wenn man die Streuung
mit Bornscher Ndherung 1. Ordnung behandelt. Es ist
zu vermuten, dall bei Anwendung von Bornscher Néhe-
rung 2. Ordnung logarithmische Divergenzen von der
in Ziff. 3 d und Ziff. 4 ¢ behandelten Art auftreten wer-
den.

Die vorstehenden Ausfithrungen scheinen den Ergeb-
nissen von CarrutHERs 3° zu widersprechen, der — ohne
die oben erwihnte Gleichung der nichtlinearen Elasti-
zitdtstheorie zu losen — eine logarithmische Abhédngig-
keit des Wiarmewiderstands von Stufenversetzungen von
einem &#uBleren Abschneideradius gefunden hat (vgl.
§ 5b). Dieses Resultat beruht jedoch auf dem Ubergang
von CarrutaeErs Gl. (33) zu Gl (38). Dieser ist in
einem endlichen Kristall unzuldssig, da man an Stelle
von ebenen Wellen Wellenpakete zu betrachten hat;
wie Herr Carrutaers brieflich freundlicherweise be-
stitigte, ergibt die korrekte Durchrechnung in der von
ihm benutzten Niherung ein vom Abschneideradius un-
abhédngiges Ergebnis.

34 A. Seecer, R. Berner u. H. Wour, Z. Phys. 155, 247 [1959].

35 A. Secer, Can. J. Phys. 34, 1219 [1956].

36 A. Seecer, Handbuch der Physik, Bd. VII/1, Springer-Ver-
lag, Berlin-Gottingen-Heidelberg 1955, S. 383.

37 J.N. Lomer u. H. M. Rosexsere, Phil. Mag. 4, 467 [1959].

38 A. Seecer u. G. Scuick, Acta Met. 1, 519 [1953].

39 M. WiNTENBERGER, Acta Met. 7, 549 [1959].
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Die Verfasser mochten der Deutschen For-
schungsgemeinschaft fiir die Forderung ihrer
Arbeiten iiber Transportvorginge in Kristallen bestens
danken.

Anhang A

Dilatationsfeld einer Stufenversetzung nach der
Elastizitdtstheorie 2. Ordnung

Zur Berechnung des elektrischen Potentials in der
Umgebung einer geradlinigen Stufenversetzung [Gl.
(2.9a)] wird die Kenntnis der Dilatation @ in den
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Koordinaten des verformten Zustandes (,,Endkoordina-
ten“) benotigt, und zwar in sog. quadratischer Nihe-
rung. Ausgehend von der von Kroner und Seecer 1!
gegebenen Formulierung der nichtlinearen Elastizitits-
theorie wird das Spannungsfeld einer in der Achse eines
hohlen Kreiszylinders verlaufenden Versetzungslinie in
der genannten Naherung an anderer Stelle abgeleitet 12,
(Die Losung des entsprechenden Problems fiir eine
Schraubenversetzung findet man bereits in der Litera-
tur %)) Wir geben hier lediglich das Ergebnis fiir die
Dilatation einer Stufenversetzung in einem unendlich
ausgedehnten Medium an. In Zylinderkoordinaten lau-
tet diese:

G b " [ Cot (CotCsin -2 )|cos2 Al
:752—51n¢+ Wég e+ 2+ Cg niQi cosZ Q. (A. )
Hier bedeuten Co=—(1-2»)/(1—»), (A.2)
o1 (l=2w) 1 23— (1—-29) (—14 22 —3) m — g
Ce=+ 8 ( e ) A=) [+12(0—2»)30 - (1-2») (=14 »*+15v—3) m —2»(1 —¥»)2n'] (A.3)
1-27\* K" 1—v+49? ¢ 3 1-2» 1 1-2v 3 2_95,
+< 1—» ) 4 (1-»® 3 41— 8 (1-»): (ISt~ 3 80
1 7‘7717:271’ . _ 3y _ a2 _ 1 oy s
C2_80 A= 157) [-6(1—2»)30+(1—-2¥»)(—6»*+8v—-3)m (1—-2»+%%) n'] (A.4)
1 K g gy, O —aum. 2 (,1,,—2”) }
+ (1_”2[ i 1-2v»)2+ 5 (14+2v—247) 1 3+8%»)],
Co=—-L ——172% (3 _924)m'+(5-8%) G). (A.5)
5 8G (1—»)2 (1+»)
Es wurden folgende Abkiirzungen verwandt: g;=in-
nerer Abschneideradius (vgl. § 2); » =Poissonsche Quer- z,
kontraktionszahl; G =Schubmodul; K =Kompressions- _
modul; G"=dG/dp, K’ = dK/dp =Druckabhingigkei- L, 0/ Jo.(2) I (2) do (B. 1}

ten der Moduln G bzw. K.
I — I+2m

3 +2(A+2uw),
m=—-2(m+2i+6u), (s. Anm. %9) (A.6)
n=n+12 u,

A, u=LamgEsche elastische Konstanten (2. Ordnung),
[, m, n=Murn~acuansche elastische Konstante (3. Ord-
nung), die z. B. bei Seecer und Maxx10 de-

finiert sind.

Anhang B

Einige bei der Berechnung der Streuamplitude
auftretende Integrale
1. Bei der Durchfithrung der Storungsrechnung muf}
das Integral

/]M(x) J,.(Jf) p= :’l'l cod lu;:f_nlnxoz /]u(I) Jv(I) dz+71t Ccos
0 0

40 Die Beziehungen (A.6) sind in 1 (s. Anm.!?) leider un-
richtig wiedergegeben.

fiir grole Werte von z, ausgewertet werden. Zur Abkiir-
zung der Bezeichnung setzen wir »;=v und vy, =u.
Wie man sich leicht durch Einsetzen der asymptotischen
Entwicklung der Besser-Funktionen iiberzeugen kann,
divergiert das Integral logarithmisch. Wenn wir nun
vom obigen Integral den divergenten Anteil

7t lnz,

1 u—v
Pl e

abziehen, so konnen wir im verbleibenden Ausdruck die
obere Grenze gegen Unendlich gehen lassen. Beniitzen
wir noch die Integraldarstellung des Logarithmus %!, so
wird

oo

n/
0

Die Fakultat.

lll_l' e I —

;|
3 dz;

(B.2)

x

41 F. Loscu u. F. ScuosuLik, Teubner-Verlag,

Leipzig 1951.
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hierbei haben wir schon auf der linken Seite den Grenz-
iibergang z,— ©© gemacht. Um die beiden Integrale,
deren Singularititen sich gegenseitig wegheben, getrennt
auswerten zu konnen, indern wir sie etwas ab. Es ist

/ LG L6
xh

0

zr=

Wenn wir diese beiden Integrale in Gl. (B. 2) einsetzen,
so heben sich die beiden singuliren Glieder 1/4 gegen-
seitig weg #4. Der danach mogliche Grenziibergang A— 0
liefert das endgiiltige Ergebnis

L=a lnf -+ by, (B.5)
wobei
a= % cos‘u2_v 7, (B.5 a)
bz=% sin ”;vn— %cos yz—vn

1 - 1
- fpere{=E) v (5]
Zur Berechnung des Integrals

= 0/mJ“(ac) 7,05} In (g)% da ol

Y=o,
U = Vo ,

(B. 6)

beniitzen wir die Produktdarstellung der Besser-Funk-
tionen 46, Wenn wir diese in (B. 6) einfiihren, 148t sich
die Integration iiber r ausfiihren #7.

2a

rayr (ﬁ@l_*l)
2

our (fcﬁﬂ) r (1:@,1_&) r (ﬂﬂﬂﬂ) ’
2 2 2
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(s- Anm. 42 43)
w_
/%?dhf"(—“’ 0<i<1l, (B.3)
0
—1<i<u+v+1. (B.4)
n/2
(B.7)

=22 Tl ofese
0

—log (4 cos® O) } cos(u—v) OdO.

Zur Integration iiber O beniitzen wir die Beziehung 48

log (4 cos® @):—2?1(—1)"—71‘~c05(2n@). (B.8)
b=
Es wird dann
cos(u—v) 2 sin (u—v) -
s :j:_v: I 4 Z:_vz 2 (B.9)
el () )

wenn wir die auftretenden unendlichen Reihen durch
w-Funktionen ausdriicken und die Funktionalgleichun-
gen der y-Funktionen beriicksichtigen.

2. Dasin (3.28 ¢) vorkommende Integral

k,sin g —k,” sin ¢” k, sin @’ —k,” sin ¢”

e 71)2 f k2t
=0

f S(f f”) S(f” f/ dtf” _
B

x L= Jo RVE}+E, 22

B ke?
k

kug k2

soll unter der Annahme berechnet werden, dafl k, R
sehr grof} ist und daher alle Glieder der Form J,(k, R)
bzw. (k, R) ™" mit n =1 vernachlissigt werden kon-
nen. Bei der Integration konnen wir daher die beiden

42 A ErpEryr, W. Macnus, F. OBeruerTINGER Uu. F. G. TrIcoMI,
Tables of Integral Transforms, Vol. 1, 313, McGraw-Hill,
New York-Toronto-London 1954.

43 A. ErpErLvi, W. Macxus, F. OBerrETTINGER U. F. G. TRICOMI,
Tables of Integral Transforms, Vol. 2, S. 48, McGraw-Hill,
New York-Toronto-London 1954.

44 Um dies zu zeigen, beniitze man die Funktionalgleichung
der Fakultdt 4

'+z-I'd—o=

CcCos Tz

k,” cos(@—@”) )1 [1—1o (RVk,+k, >~

”2 2k, k " cos(p—@”) kj+k,2—2k,k,” cos(p’—@”)

—2k, k,” cos(@'—¢") )] k,” dk,” dg” (B. 10)

Besser-Funktionen vernachldssigen, wenn nicht die
beiden Wurzeln gerade Null sind. Dies ist der Fall,

wenn

k) =k, e*i®=%") bzw. k,” =k, e *i#'—¢")  (B.11)

45 W.Macnus u. F. Opermertinger, Formeln und Sitze fiir
die speziellen Funktionen der mathematischen Physik,
S. 1, Springer-Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg 1948.

46 A. ErpEryr, W. Macnus, F. OperuertingEr u. F. G. Tricomi,
Higher Transcendental Functions, Vol. 2, S. 47, McGraw-
Hill, New York-Toronto-London 1953.

47 1, ¢.93, S, 32.

48 1.¢.%5, S.2]12.
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ist. Wir zerlegen daher die Integration iiber k,” in die

Bereiche
0<k,”<k,(1—e); Kk, (1—£)<k"<k@(1+£),
k, (1+s)<k,,"<

Im ersten und dritten Bereich, wo wir die BesseL-Funk-

tionen vernachldssigen konnen, féllt der Integrations-

weg mit der reellen k,”-Achse zusammen. Im zweiten

Bereich weichen wir dem Pol k,” =k, durch einen halb-

kreisformigen Weg mit positivem Umlaufsinn aus.

Die Integrale im ersten und dritten Bereich lassen
sich ohne weitere prinzipielle Schwierigkeiten ausfiih-
ren. Nach einer etwas lingeren Zwischenrechnung ergibt
sich fiir ihre Summe

JOLJ® = _ _

A.SEEGER UND A.BROSS

ihg
“{2[1+cos(@p+¢@)]In2¢ —In[2—2cos(¢p'—¢)]}.

(B. 12)

Zur Berechnung des Integrals im Bereich 2, wo die
Besser-Funktionen nicht vernachldssigt werden diirfen,
fithren wir eine neue dimensionslose Integrationsvariable
ein
k" =k,(149). (B.13)
Da 6 <e und ¢ <1 ist, konnen wir die GroBe o
gegen die Zahl 1 vernachlédssigen, jedoch nicht bei den
Gliedern der Form (sin ¢” —sin ¢) 40 sin ¢”, da u. a.
@" =@ sein kann.

Wenn wir im Zihler nach Potenzen von & ordnen, ldBt sich das Integral J® in folgende Teilintegrale auf-

spalten

£ 2n
2 k92 ]1(2) = f

d=—¢ @''=0

(B.14 a)

. (sin @” —sin ) (sin ¢” —sm(p){l Jy(RE, VO +2[1—cos(p” —@)]) ) {1=1o (RE, VO +2[1—cos(p”—¢))]) } dd dg”

{82 +2[1—cos(¢”—@) 1} {*+2[1—cos(¢'—@) ]} 0

2k2J,® = f /‘2::

é=—¢ ¢''=0

. sin@”[2sin@” —sin p—sin¢’] {1—J, (Rk, Vor+2[1—cos(@”—@)1) } {1—J, (R k,V/0*+2
)1} {2 +2[1—cos(¢'—¢) 1}

{é"+2[1—cos(q2”

(B.14b)

—COS

"—¢)]) }déd ’”

Ein weiteres Integral, das proportional zu ¢ ist, haben wir vernachldssigt, weil dieses beim Grenziibergang & — 0
verschwindet. Das Integral J;(® ist eine gerade Funktion von . Durch die Substitution z=02/e* geht daher der
Integrationsweg in den Einheitskreis iiber. Das Integral 1aft sich dann mit dem Residuensatz berechnen, wobei als
singulére Stelle nur z=0 auftritt. Man erhalt

8kz2J,®
2z
(sin " —sin @) (sin ¢’ —sin ) {1—Jo (R k, V2[1—cos(¢” —¢) 1 ) }{1—Jo (R k, V2[1—cos (¢"—¢))])} 4
[1—cos(p”—@][1—cos(¢”—¢")]

(B.15)

=ni
@'=0

Bei der nun anschlieBenden Integration iiber ¢” brauchen wir die Besser-Funktionen nur dann zu beriicksichti-
gen, wenn ¢ ~ @ bzw. ¢” ~ ¢ ist, weil Rk, voraussetzungsgemdl sehr grof ist. Es liegt nahe, den Integra-
tionsweg in folgender Weise aufzuspalten

1<’ <gp—y; <" <@+y; e+r<@"<¢'—yp; ¢—y<¢"'<¢'+y; P+r<e<2am,

wobei y eine sehr kleine GroBe ist und in den wenig verdnderlichen Grofen gleich Null gesetzt werden kann.
Das Integral fiir den Bereich 2 wird dann

oty
. sin p—sin ¢’ _sin @” :sm ® _ 1— 7 "
Tomtoet] | Toeatragy L= TR VI e @ =)]) 1 do
=9~y

Da der Integrand beschrinkt bleibt, verschwindet sowohl dieses Integral als auch das vom Bereich 4 herriihrende
Integral beim Grenziibergang y — 0. Die iibrigen drei Integrale lassen sich dann durch den Hauptwert von folgen-
dem Integral darstellen
2

(sin (p ——sm 1 @) (sin (p ’—sin @ i d(pu
J [l—cos(<p —@)1[1—cos(¢” —¢)] ’

8k27,®= (B. 16)
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Die Auswertung des obigen Integrals erfolgt am besten mit dem Residuensatz und liefert

]1(2) = 4 k\2 COS((p'*’(p ) (B. 17)
Wie man sich leicht uberzeugen kann, konvergiert das Integral J,® auch an der Stelle =0. Wir konnen daher
bei der Integratlon tiber 0 einen Weg langs der reellen Achse beniitzen. Wie bei der Berechnung des Integrals J,®
zerlegen wir den Integrationsweg iiber @” in die dort angegebenen fiinf Bereiche, wobei wieder im ersten, dritten
und fiinften Bereich die Besser-Funktionen vernachldssigt werden konnen. Das erste Integral besitzt die Form

f f T sing’Q@sing’—sinp-sing) s dg”
J | {2l —cos(¢” =) ]1+6% {2[1—cos(¢”—¢) ] +6% '
é=—¢ @''=
Wihlen wir nun die Grenze y so, dal d <<y ist, dann konnen wir im Nenner die Glieder mit 6* vernachldssigen.
Die Integration iiber & liefert dann ein Glied proportional zu & was beim Grenziibergang &— 0 verschwindet.
Zum Integral J,® kommen also nur Beitrige vom zweiten und vierten Bereich.

Bei der Berechnung des Beitrages vom zweiten Bereich ]é % nehmen wir nun weiter an, daB | (p'—(p | >y ist,

was immer der Fall sein wird. Dies hat zur Folge, daB die Besser-Funktion Jo[Rk,}/2—2 cos(¢” —@") +0%]
vernachldssigt werden kann. Da | ¢ —¢| <1 ist, erhalten wir

: gty
2 = = o+ )21} 1

k2@ — f / sin @”[2 sin ¢” —sin @ —sin @] {1—J4[Rk,)/$*+ (@ —@ dgs” dd . B.18

2k T2 [+ (@—9")2 {6"+2[1—cos(<p"—¢)]} B
0=—¢ @"=¢p—y

Mit der Substitution z=Rk, (¢ —¢), (B.192a) y=Rk,0, (B.19Db)

Rk 3 Rk
” 3 2 7(2) _ sin@(sin@p—sin ¢’) f f l_l,(J/ﬁ+y2)
geht (B. 18) iiber in 2kz215,= 3 [l—cos(@—¢)] A °x2+y2__ dzdy, (B.19¢)

wenn wir Glieder der Form x/R k, und y/R k, vernachlissigen. Das Integral ]ng’)g bekommen wir in gleicher
Weise, wenn wir nur ¢ und ¢’ miteinander vertauschen. Es wird deshalb

L Re kQR/
0= s Dteos(p)] f [ EYEED gy, (B.20)
—k Re —k Ry y

Von der GroBe y k, R wissen wir nur, da8 J,(y k, R) ~ 0 und y > ¢ sein muB. Da diese GroBe sonst nirgends mehr
vorkommt, lassen wir y k, R— o© gehen. Das Integrationsgebiet von dem Doppelintegral (B.19c) geht dann in
einen Streifen der Breite 2k, R ¢ iiber, der von —o© bis + oo reicht. Durch Einfiihren von Polarkoordinaten
1aBt sich dann die Integration iiber die Winkelabhéngigkeit sofort ausfiihren und ergibt

ek, R o
, - Rk,
J2® = ! 5 [1+cos(p+¢)] l2n /UL(QdQ+4 /J»—arcsin——fidg . (B.21)
4k, ; e Wy e

e

wenn wir im zweiten Integral das Glied J,(0) vernachldssigen, weil dort o >¢k, R> 1 ist.
Das zweite Integral ist tabelliert 9.

R k
/ ;_ arc sin = / —arcsinzdr= - log 2 (B. 22)
ero R )

Zur Berechnung des ersten Integrals beniitzen wir dieselbe Methode wie im Anhang B. 1. Zunichst sieht man so-
fort, dafl das Integral logarithmisch von der oberen Grenze abhingig ist. Wenn wir nun vom ersten Integral den
divergenten Bestandteil In ¢ k, R abziehen, kénnen wir im verbleibenden Ausdruck die obere Grenze gegen unend-
lich gehen lassen. Beniitzen wir wieder die Integraldarstellung, des Logarithmus, so wird

ekQR oo
/ »17—7100@)‘ o =Tl 25 / g "“’0‘9) do (B.23)
0 0

49 W. Grosxer u. N. Horrerrer, Integraltafel, II, S. 153, Springer-Verlag, Wien-Innsbruck 1957.
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hierbei haben wir schon auf der linken Seite den Grenziibergang ¢ k, R — o gemacht. Um die beiden Integrale,
deren Singularitdten sich gegenseitig wegheben, getrennt auswerten zu konnen, dndern wir sie etwas ab. Es ist 50, 51

e ; r'G+1
/,,51,_"1 do=T"(4) = (1 ) i>0, (B. 24)
0
cmfz(Q) 1 Iraga 1
/ e do= STGItD) — A’ £>0, (B. 25)

Wenn wir diese beiden Integrale in Gl. (B.23) einsetzen, so heben sich die beiden singuldren Glieder 1/4 gegen-
seitig weg. Der danach mogliche Grenziibergang 42— 0 liefert
2¢k, R

]2(2)——2k2[1+cos(<p+(p)]ln o (B. 26)
Yo

Anhang C

Einige bei der Losung der Transportgleichung auftretende Integrale

1. Bei der Integration iiber k. treten die beiden Integrale
1
f (1—2%»"[In(1—22)]2dx mit n=0und n=1
-1

auf. Durch partielle Integration 1dBt sich das Integral mit n=1 auf das Integral mit n =0 zuriickfiihren 2.
Wenn man in dem noch zu berechnenden Integral den logarithmischen Ausdruck in folgender Weise aufspaltet,

1 1 1 1
JIn(1-23)]2de= [In?(1—2) dr+2 [In(1+2) In(1—2) dz+ [In®(1+2) dz, (C.1)
—1 e =i =

lassen sich das erste und dritte Integral sofort berechnen. Im verbleibenden Integral entwickeln wir noch In (1 +z)
nach Potenzen von (1—=z) und konnen dann die Integration gliedweise ausfiihren 3.

1

re (C.2)

fln(l—x) In(1+2) dx——21n2+222l I

Die hierbei auftretende unendliche Summe lafit sich durch Partialbruchzerlegung mit Hilfe der Summendarstel-
lungen %4

- =In3, (C.3a) k=T _ll2  (C3b)

||M8

11
2!

in geschlossener Form ausdriicken. Nach Zusammenfassung erhalten wir schlieflich

1
2 —_—d 5
/ P (2 L 27), / (o) 2 1 e (‘;6 _:ﬁ) . (C.4,5)
bt |
1—¢
’ ) -
2. Bei der Integration des Ausdrucks Eglzlgz treten Integrale der Form /ln 'li(_l;;‘_,—l—)— dz mit m=0,1, 2
—=1+¢

auf, wobei die GroBe ¢ zur Vermeidung von Divergenzen eingefiihrt wurde. Diese divergenten Anteile konnen wir
in folgender Weise erhalten:

5 1c.®, S.22. % 1c.4, S.137.
1 1
2 [ (1—2%) [In(1—2?)]2de=3/ [In(1—2%) ]2 dz+ 4 In 2—§¢
=1 =1

53 W. Mever zur CapeLiew, Integraltafeln, S. 230, Springer-Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg 1950.
5 1c.22 5.9
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Inm(1— 1 1—22 l'"] 2 Inm (1 —22 1
/“ 09 & _2/ 0 g +2/ St PR _z/“ 0= go 2owmti2e).  (C6)
" b )

Dabei haben wir quadratische Glieder in & vernachldssigt und in allen konvergenten Ausdriicken & gleich Null ge-
setzt. Die Berechnung des zweiten Integrals erfolgt in dhnlicher Weise wie bei den Ausdriicken (C4) und (C5).

Zunichst wird wieder der logarithmische Ausdruck zerlegt. Die Integrale der Form/m dx lassen sich so-

fort angeben. Bei den iibrigen Integralen entwickeln wir In(1 —z) nach Potenzen von (1+z) und fithren dann die
Integration gliedweise durch. Die dabei auftretenden unendlichen Summen lassen sich noch durch folgende trans-
zendente Ausdriicke

o~

.o Y5 =t@, (C.7a) mit  £(3) =1,20205 690, (C.7b)
= =1

zusammenfassen %. Fiir die gesuchten Integrale ergibt sich schlieBlich

1—=
In(1—22 1 2
f N de— -y (029 - +2(n 2", (C.8)
=143
7 In2(1—22 2 8
n —I) 4
/—I_Td wagrs v (1 £2)~ 224 5 (n2)*+42(3). (C.9)

—1+e
55 1.c.2,S.7,9und 413.

Die Temperatur- und Geschwindigkeitsabhingigkeit der Verfestigung
kubis ch-flichenzentrierter Metalleinkristalle™

Von Rorr Berner

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Metallforschung, Stuttgart,
und dem Institut fiir theoretischc und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 15 a, 689—706 [1960] ; eingegangen am 20. Mai 1960)

In der vorliegenden Arbeit wurden Kupfer-, Gold- und Aluminiumeinkristalle gleicher Orientie-
rung im Zugversuch verformt. Hierbei wurde die Temperaturabhangigkeit — bei Kupfer auBlerdem
die Geschwindigkeitsabhiangigkeit — des Verfestigungsverhaltens dieser Metalle untersucht. Aus der
Geschwindigkeitsabhéngigkeit der Spannung 717, die fiir den Beginn der Quergleitung von Schrau-
benversetzungen charakteristisch ist, konnte nach einem von Seecer, Berner und Worr angegebenen
Verfahren die Stapelfehlerenergie fiir Kupfer ermittelt werden. Auflerdem wurde durch diese Unter-
suchungen nachgewiesen, daf} die fiir die Quergleitung zugrunde gelegte Theorie mit einem einzigen
thermisch aktivierten Prozef3 niherungsweise beschrieben werden kann. Durch Vergleich der Tempe-
raturabhingigkeit von 7y fiir Aluminium und Gold mit derjenigen von Kupfer konnte ferner auch
die Stapelfehlerenergie fiir jene Metalle bestimmt werden.

An Gold wurden die Verfestigungsuntersuchungen noch durch Gleitlinienbeobachtungen ergénzt.
Im Gegensatz zu Kupfer zeigten sich hierbei bereits im Bereich II Gleitlinien sehr unterschiedlicher
Starke. Die Stufenhohen der relativ dicksten Gleitlinien konnten mit der Latex-Kiigelchen-Methode,
die ausfiihrlich beschrieben wurde, gemessen werden; diese Messungen waren im Einklang mit dem
theoretisch aus 7y ermittelten Wert.

1. Einleitung und Problemstellung Metalleinkristallen zeigt eine solche Kurve im all-
gemeinen drei unterscheidbare Bereiche!, deren
Bei den Untersuchungen des Verfestigungsverhal- Charakterisierung wir durch die in Abb. 1 einge-
tens von Einkristallen geht man in den meisten zeichneten VerfestigungskenngroBen darstellen wol-
Féllen von der Messung der sog. Verfestigungskurve
im Zugversuch aus. Bei kubisch-flichenzentrierten  * Dissertation, TH Stuttgart 1960.



